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Ata da 2842 Reunido Ordinéria do Departamento de Estatistica

Aos nove dias do més de julho de dois mil e dezoito (09/07/2018) foi realizada, na sala de reunides do Instituto de
Mateméatica e Estatistica, a 2842 (ducentésima octogésima quarta) reunido ordinaria do Departamento de
Estatistica (GET), que se iniciou as 14h30m horas sob a presidéncia do professor Jony Arrais Pinto Junior, chefe do
GET, para deliberagdo sobre os seguintes itens de pauta: 1)Aprovagdo da ata da reunido anterior; 2) Aprovagao do
relatério do projeto de iniciagdo a pesquisa “Modelos Lineares Hierarquicos Bayesianos” da profa.Patricia;
3)Aprovacao do relatério do projeto de iniciagdo a pesquisa “Analisando o impacto socioecondmico e ambiental
da hanseniase através de modelos espaciais” da profa. Patricia; 4)Aprovagdo do quadro de hordrios 2018/2;
5))Informes. Estavam presentes 0s seguintes professores: Ana Beatriz Monteiro Fonseca, Ana Maria Lima de
Farias, Douglas Rodrigues Pinto, Eduardo Ferioli Gomes, Hugo Henrique Kegler dos Santos, Jessica Quintanilha
Kubrusly, Jony Arrais Pinto Junior, José Rodrigo de Moraes, Karina YurikoYaginuma, Licinio Esmeraldo da Silva,
Luciane Ferreira Alcoforado, Ludmilla S. Viana Jacobson, Luis Guillermo Coca Velarde, Luz Amanda Melgar
Santander, Marcia Marques de Carvalho, Marco Aurélio dos Santos Sanfins, Mariana Albi de Oliveira Souza, Maria
Cristina Bessa Moreira, Nubia Karla de Oliveira Almeida, Patricia Lusié Velozo da Costa, Valentin Sisko e Wilson
Calmon Almeida dos Santos. Item 1) O prof.Jony submeteu 3 votacdo a aprovagdo da ata da 2832 reunido
ordinaria, que foi aprovada por maioria. ltem 2) O prof. Jony apresentou o parecer da comissdo de pesquisa
favoravel a aprovacéo do relatdrio projeto de iniciacdo a pesquisa da profa. Patricia intitulado “Modelos Lineares
Hierarquicos Bayesianos”. O prof. Jony colocou em votacdo a aprovagdo do relatério do projeto, que foi
aprovado por unanimidade. Item 3) O prof. Jony apresentou o parecer da comissdo de pesquisa favoravel a
aprovagdo do relatério projeto de iniciagdo 3 pesquisa da profa. Patricia intitulado “Analisando o impacto
socioecondmico e ambiental da hanseniase através de modelos espaciais”. O prof. Jony colocou em votagdo a
aprovacdo do relatério do projeto, que foi aprovado por unanimidade. Item 4) O prof. Jony apresentou a
proposta de quadro de horarios para 2018/2 apds a apresentagdo das preferéncias dos professores enviadas a
chefia. O prof. Jony informou que neste periodo o GET esta contando com 3 professores substitutos que ja se
encontram no quadro (Rebecca de Oliveira Souza, Rodrigo Ferrari Lucas Lassance e Yasmin Ferreira Cavaliere) e
com mais dois que serdo contratados em breve (Victor Eduardo Leite de Almeida Duca - aprovado pelo concurso
do edital 10/2018 e Deyvid Toledo Santiago de Almeida do edital 170/2018). Por este motivo, o prof. Jony frisou
que eventuais necessidades de alteragdes no quadro deveriam ser tratadas com a préxima chefia de
departamento. Em seguida, o prof. Jony colocou em votacdo o quadro de horarios que foi aprovado por
unanimidade. Nada mais havendo a tratar e ninguém mais desejando fazer uso da palavra, foi encerrada a
reunido as 15h, cuja ata vai datada e assinada por mim, Jony Arrais Pinto Junior, chefe do Departamento de
Estatistica. Niterdi, 09 de julho de 2018.
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Assunto: Avaliagdo do Relatdrio Final associado ao Projeto de Iniciacdo a Pesquisa da
ProfessoraPatricia LusiéVelozo da Costa (SIAPE 1805333).

A Comissdo de Pesquisa, no uso de sua atribuicfio, avaliou o relatorio final do projeto de
iniciacio & pesquisa entitulado “Analisando o impacto socioecondmico e ambiental da
hanseniase através de modelos espaciais”, submetido pela docentes Patricia LusiéVelozo da
Costa (SIAPE 1805333), bem como 0 relato do aluno envolvido Matheus Camelo dos Santos
Aratjo (matricula UFF 114054024). Considerando a Instrugao de Servico GET — e
entendendo que o projeto cumpriu seu proposito, a Comissao de Pesquisa do GET considera
validada a sua execucdo e indica o aproveitamento do trabalho realizado como atividade
complementar para os alunos envolvidos.

Niteroi, 03 de julho de 2018
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Analisando o impacto socioecondmico e ambiental da
hanseniase através de modelos espaciais

Relatorio Final

Identificacao do Projeto: Projeto de Iniciacao a Pesquisa

Docente responséavel: Patricia Lusié Velozo da Costa (SIAPE: 1805333)

Aluno vinculado: Matheus Camelo dos Santos Araujo (matricula: 114054024 )
(aluno do curso de Estatistica)

carga horaria semanal: 20horas

Resumo do plano inicial

A docente responsavel estava co-orientando o aluno Paulo Henrique Leal de Sousa
na sua dissertacao de mestrado profissional em Epidemiologia. O aluno em questao nao
tem formacao estatistica e essa foi a motivacao da docente criar esse projeto e incluir o
aluno Matheus para auxiliar o Paulo. Desse auxilio, surgiram propostas de modelagem
diferentes da usada no trabalho do aluno Paulo. Dessa forma, o objetivo deste trabalho
consistiu em recorrer a modelagem de dados espaciais a fim de caracterizar a influéncia de
fatores socioeconomicos e ambientais na ocorréncia da hanseniase no estado do Maranhao,
em escala municipal. Pretendeu-se utilizar um modelo condicional autoregressivo (CAR)
para acomodar a dependéncia espacial e inferir sobre os parametros desconhecidos desses

modelos através da abordagem Bayesiana. Pretendeu-se trabalhar com dados simulados



a fim de analisar a sensibilidade da distribuicao a priori atribuida e verificar se era
possivel recuperar os valores verdadeiros dos parametros desconhecidos. Posteriormente,

pretendeu-se aplicar a modelagem proposta nos dados de hanseniase no Maranhao.

Resultados previamente esperados

Quanto a formagao do aluno, a docente espera ter contribuido na formagao académica
do aluno uma vez que esse precisou aprender sobre modelagem espacial em dados de érea,
reforcou os conhecimentos sobre inferéncia bayesiana e sobre modelagem estatistica. O
aluno se interessou posteriormente em cursar a disciplina de Estatistica Espacial para
aprender mais sobre essa area. Além disso, o aluno precisou entrar em contato com
profissionais de outras areas, conforme mencionado anteriormente.

Quanto ao trabalho realizado, esperava-se que os dados estivessem variando
espacialmente e que o modelo implementado ajustasse bem os dados mostrando ser

relevante incluir uma dependéncia espacial.

Resumo do projeto executado e resultados
efetivamente obtidos

O projeto foi previsto para ser desenvolvido entre setembro de 2017 a marco de 2018,
totalizando 7 meses. Porém, houveram alguns atrasos na obtencao dos dados e o aluno
precisou de um pouco mais de tempo para o estudo de modelos espaciais. O aluno
produziu um texto contendo a revisao bibliografica necesséria nesse trabalho, descrigao e
resultados do modelo aplicado nos dados reais e simulados. Esse texto estd sendo enviado
em conjunto com o Relatorio Final. O aluno foi avaliado ao longo do periodo de execucao,
citado anteriomente, através de apresentacoes realizadas sobre o assunto estudado e de
implementagoes de modelos pertinentes ao assunto.

Propos-se um modelo condicional autoregressivo para ajustar a taxa de pessoas
menores de 15 anos infectadas pela Hanseniase no Maranhao. Taxas altas nesse grupo

de pessoas indica condigbes ambientais e socioeconomicas alarmantes. Antes de aplicar



nos dados reais, aplicou-se a modelagem proposta em dados artificiais. As estimativas
intervalares dos parametros contiveram os valores verdadeiros desses e a andlise de
sensibilidade mostrou que o modelo nao é tao sensivel a escolha dos hiperparametros da
distribuicao a priori. Aplicou-se o modelo entao nos dados reais e comparou-se o modelo
espacial com um modelo sem dependéncia espacial. Os intervalos de credibilidade tiveram
um comprimento razoavelmente grande, o que indica uma incerteza alta. Assim como
os residuos nao tiveram um comportamento tao adequado. Sendo assim, atualmente
estamos trabalhando com extensoes desse trabalho e apresentaremos esse estudo em
Projeto Final. Maiores detalhes, encontram-se no texto produzido pelo aluno e anexado

a esse relatorio.

Niteroi, 25 de junho de 2018.

Patricia Lusié Velozo da Costa



Relatério de Atividades do Projeto de Iniciagdo a Pesquisa: Analisando o impacto
socioeconémico e ambiental da hanseniase através de modelos espaciais.

Aluno: Matheus Camelo dos Santos Araujo

Docente responsavel: Patricia Lusié Velozo da Costa

Instituicdo: Universidade Federal Fluminense - UFF

Inicialmente o objetivo foi auxiliar as anéalises estatisticas do trabalho de dissertagdo do, agora
entdo, mestre Paulo Henrique Leal de Souza, co-orientado pela docente responsével e
orientadora desse projeto, Prof. Dra. Patricia Lusié, no qual fiquei responsavel em ajuda-los
principalmente na analise exploratoria dos dados gerando mapas das taxas de hanseniase no
Maranhao.

No inicio do segundo semestre de 2017 surgiu o interesse em tornar esse auxilio no trabalho
do Paulo em Projeto de Iniciagdo & Pesquisa. Com a aprovagdo e inicio do Projeto em setembro
do mesmo ano, este me ofereceu um ganho académico na revisdo bibliografica e
metodolégica em Estatistica Espacial, Inferéncia Bayesiana e criagdo de algoritmos via métodos
de MCMC. E também, é claro, um conhecimento maior em hanseniase, uma das doencgas
negligenciadas mais estudadas em Epidemiologia atualmente no Brasil, principalmente na
regido norte do pais.

Apds a revisdo metodolégica, o objetivo do trabalho foi avaliar efeitos socioeconémicos e
ambiental das taxas de hanseniase nos municipios do Maranhdo através de modelos espaciais.
Foi utilizado um modelo autorregressivo condicional — CAR, e a principal referéncia na
modelagem espacial foi o livro Statistics for Spatial Data, do Noel Cressie. Os dados foram
obtidos a partir da dissertagdo do Paulo.

A partir da modelagem espacial e adequagdo dos dados ao modelo, verificou-se que a
modelagem poderia melhorar caso considerdssemos os dados inflacionados em zero. Por
questdes de tempo de duracdo do projeto, ndo foi possivel avaliar e ajustar outros modelos
que considerassem os dados inflacionados de zero.

Por conta de tudo o que foi dito, é importante destacar o ganho académico e conceitual em
metodologias, principalmente em Estatistica Espacial, na qual sempre tive interesse em me
especializar e aperfeicoar com trabalhos futuros. Inclusive, esse projeto tornou-se motivagdo
para o meu trabalho de conclus3o de curso, possibilitando assim um estudo mais aprofundado
na modelagem da hanseniase via modelos espaciais.

Niteroi, 25 de junho de 2018.

Moffue Comde din 5. Arowngy

Matheus Camelo dos Santos Araujo
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1 Introducao

Popularmente conhecida como lepra, a hanseniase é uma doenca cronica e infecciosa
que afeta a pele e troncos nervosos periféricos podendo causar tlceras de pernas e pés,
carogos no corpo, febre, edemas e dor nas juntas, entupimento, sangramento, ferida e

ressecamento do nariz e dos olhos.

Sua forma de contagio é através do contato com pessoas infectadas com o bacilo
Mycobacterium leprae, que nao estejam sendo tratada. Esse bacilo tem a capacidade de
infectar um grande ntmero de individuos, mas poucos adoecem. Acredita-se também
que fatores como condicoes de vida e nutrigao, insalubridade do ambiente e questoes

ambientais possam intensificar a propagacao da doenca.

A hanseniase apresenta um longo periodo médio de incubacao, de 2 a 7 anos, e o
diagnostico dessa doenca é essencialmente clinico. E, por isso, espera-se que hajam poucos
individuos menores de 15 anos com a doenca diagnosticada. Sendo assim, um numero

grande de menores doentes pode ser um indicador de problema grave em uma regiao.

Ha& relatos de ocorréncias da doenca em 600 a.C na Asia e na Africa, consideradas
o berco da hanseniase. Sem recursos médicos nessa época, a doenca se acentuava com
graves deformagoes fisicas nas pessoas contaminadas, levando o paciente a marginalizagao
e estigmatizacao social. Devido aos avancos da medicina, introduziu-se o tratamento de
poliquimioterapia tornando a doenca curavel. Além disso, acredita-se que a reducao da
pobreza e o crescimento economico contribuiram para a grande redugao no nimero de

pessoas com hanseniase em todo o mundo.

H4 ainda algumas regioes consideradas hiperendémicas. Segundo Who (2012) [1], trés
paises sao responsaveis por 83% de todos os casos detectados no mundo: India (58%),
Brasil (16%) e Indonésia (9%). Sendo assim, o Brasil apresenta a maior prevaléncia
na América Latina. Entre as regioes brasileiras, o Norte, o Nordeste e o Centro-Oeste

apresentam as maiores taxas de deteccao. Dentres os estados, o Maranhao apresenta a
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maior prevaléncia, a maior taxa de deteccao geral e a maior taxa de deteccao em menores

de 15 anos, considerado como hiperendémico para os padroes do Ministério da Saude.

Partindo do pressuposto que a regiao do Maranhao e seus municipios apresentam
altas e diferentes taxas de hanseniase, é possivel analisar espacialmente sua influéncia
com o auxilio de dados localmente observados. Essas informagcoes sao acessiveis através
do Sistema de Informacgao Geogréfica (SIG]), que vem se tornando uma grande ferramenta

em andalises de dados sobre satide e meio ambiente.

Com a grande redugao no nimero de infectados e a grande concentragao de pessoas

infectadas sendo de baixa renda, a doenga tornou-se negligenciada.

Sendo assim, esse trabalho visa modelar estatisticamente a hanseniase no Maranhao
em 2010, descrevendo o comportamento probabilistico dessa doenca em individuos
menores de 15 anos. Para isso, recorreu-se a modelos espaciais. Os parametros
desconhecidos foram estimados segundo o enfoque bayesiano através dos métodos de
Monte Carlo via cadeias de Markov (MCMC]).

O presente trabalho encontra-se dividido da seguinte maneira: o Capitulo [2| contém
o objetivo desse trabalho; o Capitulo |3 apresenta um resumo bibliografico de Estatistica
Espacial, Inferéncia bayesiana e dos métodos de [MCMC], posteriormente, o Capitulo
mostra a analise dos resultados encontrados, e por fim, o Capitulo |5 encerra o trabalho

apresentando as conclusoes sobre o estudo.



2 Objetivos

O objetivo deste trabalho é recorrer a modelagem de dados espaciais a fim de
caracterizar a influéncia de fatores socioeconomicos e ambientais na ocorréncia da
hanseniase no estado do Maranhao em individuos menores de 15 anos, em escala

municipal. A inferéncia sobre os parametros serd realizada sob o enfoque bayesiano.



3 Revisao bibliografica

Para um melhor entendimento do estudo, fez-se necessaria uma breve revisao
bibliografica em tépicos importantes relacionados a modelagem estatistica. Dessa forma,

a seguir serao apresentadas secoes de Estatistica Espacial, Inferéncia Bayesiana e dos

métodos de [MCMC]

3.1 Estatistica Espacial

Fenomenos observados ao longo do espago sao considerados dados espaciais. A
estatistica espacial é a area da estatistica que busca descrever ou explicar esses fenomenos
relacionando-os com o espaco e tem aplicacao em diversas areas tais como economia,

epidemiologia, demografia, entre outras.

De acordo com Cressie (1993) [2], dados espaciais podem ser classificados em trés
grupos: dados de superficies continuas (geoestatisticos), padrao de pontos e dados de

area.

Dados geoestatisticos sao obtidos quando a varidvel de interesse ocorre de forma
continua no espaco. Apesar de ocorrer de forma continua no espaco, observa-se apenas
um conjunto finito de localizagoes. O volume pluviométrico em certa regiao é um exemplo

de dados dessa natureza.

Caso o interesse seja modelar a localiza¢do (desconhecida) de um evento de interesse
(conhecido), entao os dados sao considerados como padrao de pontos. O estudo de

acidentes de transito em determinada cidade é um exemplo desse grupo.

Por fim e nao menos importante, os dados de area sao aqueles agregados em unidades
de andlises. Dessa forma, é possivel avaliar a influéncia da vizinhanca de acordo com a
proximidade e analisar seus impactos. Por exemplo: o niimero de homicidios nos bairros
da cidade do Rio de Janeiro. Cada bairro contém um niimero que representa a quantidade

de homicidios que ocorreram em diferentes ruas daquele mesmo bairro.
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Este trabalho avalia a hanseniase nos municipios do estado do Maranhao registrando o
municipio de endereco do individuo infectado e agrupando esses individuos por municipio.
Sendo assim, serao abordados dados de area, comumente utilizados na abordagem médica.

Por isso, a seguir serao apresentados os conceitos basicos dessa area.

3.1.1 Dados de Area

No contexto de Estatistica Espacial, os dados de area sao observagoes obtidas sob uma
regiao de interesse que pode ser dividida em subregices regulares (de mesmo comprimento
e mesma area) ou irregulares (bairros, cidades, setores censitdrios, etc). S&o inimeros os
exemplos para dados dessa natureza tais como: casos de dengue nos bairros do Rio de
Janeiro e vendas do produto A nos municipios de Sao Paulo. Usualmente, esses dados

correspondem a contagens, taxas, médias, entre outros.

Os principais objetivos de estudo em dados de area sao a detecgao e explicagao dos
padroes espaciais ou tendéncias encontradas no fenomeno de interesse. Dessa forma,
torna-se valido investigar se ha uma tendéncia das observagoes de regioes mais proximas

serem mais semelhantes do que observagoes mais distantes.

Quando o interesse na modelagem espacial é, por exemplo, relacionar as respostas
de uma variavel com seus vizinhos, duas especificacoes de modelos sao mais comuns, sao
elas: 0 Modelo Autorregressivo Simultaneo (SARI]) e o Modelo Autorregressivo Condicional
(CAR]). Cressie (1993) [2] mostrou que o modelo SAR é um caso especifico do modelo
CAR e que este iltimo é mais comumente usado em anélise espacial de dados de contagem,

devido a facilidade computacional.

Comparando algumas propriedades de ambos os modelos e em termos de estimagcao
e interpretagio, o é preferivel ao (Schmidt et al. (2003) [3]). Uma delas é
bastante interessante, a propriedade de que a especificacdo do CAR fornece diretamente
as distribuigoes condicionais completas a posteriori dos parametros do modelo, fator

importante para o uso do amostrador de Gibbs em [MCMC| que serd visto na secao

331

Basicamente a ideia do modelo [CAR] é que a probabilidade do evento de interesse
assumir um valor em um local depende do valor desse evento assumido na vizinhanca.

Assim, supondo Z; a variavel de interesse na regiao 7, o modelo pode ser definido por

Zi:Mi+prij(Zj_Uj)+eia i=1,...,n, (3.1)

JES—;
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ondeS_; =1,...,i—1,i+1,...,n é o conjunto de indices que representam todas as regioes
excluindo a i-ésima localizacao, n é o nimero total de regioes, u; é a componente do valor
esperado de Z; que nao depende de forma direta dos vizinhos e pode conter por exemplo
variaveis explicativas especificas da i-ésima regiao, p é o parametro da autocorrelacao
espacial que determina a dependéncia da vizinhanca, b;; é o efeito do vizinho j na regiao
7 e também pode ser visto como uma ponderacao e e; é um efeito aleatorio independente.
Suponha que esses efeitos sejam independentes e identicamente distribuidos e que possuam

a seguinte distribui¢cao normal
e; % N(0,V;). (3.2)
Mesmo supondo que e; tenha uma distribuicao normal, tem-se problemas para obter
a distribuicdo conjunta de Z = (Zi,Z,...,Z,). Sendo assim, para se obter uma
distribuicao conjunta valida ¢ necessario cautela para a definicao dos efeitos b;; e do
parametro de autocorrelacao espacial p. Os efeitos b;; costumam ser definidos através
da matriz de vizinhancas W que pode ser representada de diversas formas. Essa matriz
indica se as regioes i e j sao vizinhas. Para definir isso, pode-se considerar vizinhas se
essas regioes dividirem fronteiras ou se elas estiverem no maximo a uma certa distancia,
por exemplo. Seja W;; o elemento da i-ésima linha e j-ésima coluna da matriz W sendo

Wij =1, se as areas i e j sao vizinhas e W;; = 0, caso contrario. Seja W;y = Z?:l Wij o

, .. L. . - W - , .
nimero de vizinhos da i-ésima regiao. Suponha entao que b;; = W'li’ Além disso, suponha
T
que V; = WL_+, sendo V' comum a todas as regioes.
T

No modelo CAR, a matriz de covariancia é dada da seguinte forma
S =VAR(Z)= (I - pB)'V (3.3)

onde I ¢ a matriz identidade de ordem n, B ¢ a matriz formada pelos elementos b;; e V' ¢
uma matriz diagonal formada pelos elementos V;. Quando p = 0, tem-se independéncia e
que Z; ~ N(0,V/W;4). Quando p = 1, é dito ter um modelo autoregressivo intrinseco e
tem-se que o inverso da expressao acima é singular, ou seja, a expressao acima nao existe
e a distribuigdo conjunta de Z é imprépria. Pode-se mostrar que se p € (—1,1), entao

existe a distribuicao conjunta de Z e essa possui a seguinte forma
Z ~N (p,(I-pB)'V) (3.4)

sendo g = (pt1,. .., ).
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Maiores detalhes sobre esses modelos podem ser vistos em Cressie(1993) [2] e Banerjee

e outros (2003) [4].

3.2 Inferéncia Bayesiana

Inferéncia estatistica consiste em afirmar sobre caracteristica de uma populacao com
base em um subconjunto dessa populacao chamado de amostra. Sendo assim, considere
que @ seja um vetor de parametros populacionais desconhecidos de uma populagao de

tamanho N. A quantidade @ assume valores no espaco paramétrico e sera denotado por

.

Seja Z; uma variavel aleatdria com ¢ sendo o indice de unidade amostral da populacao
e que pode representar, por exemplo, um individuo, um instante de tempo ou uma
localidade. Suponha que é obtida uma amostra dessa populacao de tamanho n e que
haja o interesse em inferir sobre a média e/ou a variancia da mesma, representadas por

@ e o2, respectivamente, e entao tem-se 6 = (i, 0?).

Considere p(Zi,...,Zn|0) a fungao de distribuigdo ou de densidade da varidvel
resposta dado um conjunto de parametros 6. Apds realizar uma amostragem sobre a

populacao, ¢é feita a inferéncia sobre os parametros populacionais.

Em inferéncia bayesina, diferentemente da cldssica, leva-se em consideracao um
conhecimento prévio sobre os parametros, conhecido como distribuicao a priori. Denota-se
essa distribui¢do por h(8). Ja a informacao contida nos dados amostrados ¢ denominada
por funcao de verossimilhanga e denotada por p(z|@), sendo z = (z1,...,2y5) o valor

amostrado da variavel aleatéria Z = (Z1,...,Zy).

Dessa forma, a inferéncia sobre @ ¢é dada através da distribuicao a posteriori
p(0]z), que pode ser obtida a partir do Teorema de Bayes, combinando a func¢ao de
verossimilhanca com a distribuicao a priori e com a distribuicao marginal dos dados,
obtendo a seguinte forma
p(z|0)h(6)

p(0]2) ()

(3.5)

A distribuicao marginal da variavel de interesse pode ser obtida da seguinte forma

p(z) = /.../@p(z|0)h(0)d9. (3.6)
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Note que a distribui¢cdo marginal p(z) nao varia com o vetor paramétrico 6. Sendo assim,
a distribuicao a posteriori do vetor paramétrico é proporcional ao produto da funcao
de verossimilhanca e da distribuicao a priori. E, por definicao de funcao de densidade,
integrando a distribuicao a posteriori com respeito a © essa integral tem que dar 1. Logo,
nao faz-se necesséario calcular a distribuicdo marginal p(z) para obter a distribuigao a

posteriori. E, portanto, a distribuicao a posteriori pode ser reescrita da seguinte forma

p(6lz) = kp(z|0)n(0), (3.7)
sendo k™' = [ p(z|0)h(0)d6.

Muitas vezes a distribuicao a posteriori nao possui forma analitica conhecida.
Portanto, para inferir sobre o vetor paramétrico desconhecido @ pode-se obter amostras
da distribuicao a posteriori recorrendo aos métodos de MCMC| Na secao a seguir, serao
apresentados dois desses métodos: o amostrador de Gibbs e o algoritmo de Metropolis-

Hastings.

3.3 Meétodos de Monte Carlo via Cadeias de Markov

Os métodos de servem para simular amostras de uma distribuicao de interesse
p(-) quando essa distribuigdo possui forma analitica desconhecida ou é custosa de se
amostrar diretamente. Para essa amotragem, é necessario que as cadeias de Markov sejam
homogéneas, irredutiveis e aperiodicas. Diz-se que uma cadeia de Markov é homogénea se
a probabilidade de transicao for estacionaria, ou seja, se esta probabilidade nao depender
da iteragdo. Uma cadeia é irredutivel se para um conjunto finito de iteragoes e com
probabilidade positiva, ela se move de um ponto a outro qualquer. E sera aperiodica se ela
for irredutivel e se nenhum de seus estados seja visitado apos n passos com probabilidade

igual a um.

Diante dos varios métodos de simulacao de amostras, este trabalho ird se concentrar
em dois dos principais métodos: o amostrador de Gibbs e o Algoritmo de Metropolis-

Hastings. Para mais detalhes consultar Gamerman e Lopes (2006) [5].

3.3.1 Amostrador de Gibbs

O algoritmo amostrador de Gibbs foi proposto por Geman e Geman (1984) [6] e

introduzido a comunidade estatistica por Gelfand e Smith (1990) [7]. Em inferéncia
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bayesiana, esse algoritmo consiste basicamente em amostrar a partir das distribuigoes
condicionais completas a posteriori, p(6; | 61, ...,0;_1,0i+1,...,0,,2), sendo z os valores

observados e #; o i-ésimo parametro desconhecido.

Os passos desse algoritmo, baseado em sucessivas geragoes das distribuigoes

condicionais completas a posteriori, pode ser descrito como:

1. Inicialize o contador em j = 0 e determine valores arbitrarios para

6 = (01", 65", 6))

2. Modifique o contador de j para j + 1;

3. Obtenha um novo valor para oY) a partir de 89~ sequencialmente da forma

05— p(a ]| 677V, 657D, 09D 2)

09 p(6, | 6776570, 650 )

yYp—1

4. Repita os passos (2) e (3) até que a cadeia convirja.

A convergéncia das cadeias de Markov é esperada apds um numero de iteracoes
suficientemente grande e apds o periodo de aquecimento (burn in), que sdo as iteragoes
necessarias até que a cadeia comece a convergir. Importante salientar que os parametros
amostrados costumam ser altamente autocorrelacionados, caracteristica das cadeias de
Markov, desta forma, utiliza-se um espacamento de ordem k£ em que seleciona-se uma

amostra a cada k interacgoes até que seja corrigida a autocorrelacao da cadeia.

3.3.2 Algoritmo de Metropolis-Hastings

O Algoritmo de Metropolis-Hastings foi proposto por Metropolis e outros (1953) [§]
¢ Hastings (1970) [0]. Ele ¢é utilizado quando as distribui¢oes condicionais completas
nao possuem forma analitica conhecida. Portanto, sem conhecer o nicleo ou a classe de
distribuigoes de p(-), nado é posssivel amostrar diretamente da distribui¢do de interesse.
Com isso, utiliza-se uma distribuigdo auxiliar ¢(-), denominada como distribuigao

proposta. O algoritmo baseia-se em gerar um valor proposto de ¢(-) e aceitd-lo na cadeia
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a partir de uma condic¢ao probabilistica de p(-) e ¢(-). Sob o ponto de vista bayesiano, o

método pode ser explicado pelos seguintes passos:

1. Inicialize o contador de iteragoes em j = 0 e determine valores arbitrarios para 0(0);
2. Modifique o contador de j para j + 1;

3. Gere um valor proposto ¢ usando uma distribuicao conhecida que pode depender
do valor amostrado na iteragao anterior e essa distribuigao serd denotada por ¢(¢ |

QU 71)). Aceite o ponto gerado com probabilidade

o p(elz)  a(8YY | )
* {1’ (| 05-9) p(eTz) } | .

Se o valor for aceito, 8Y) = ¢, caso contrario 8¢ = 9U—1;

4. Repita os passos (2) e (3) até que a cadeia convirja.

Os critérios de convergéncia vistos no amostrador de Gibbs também valem para
o algoritmo de Metropolis-Hastings, tais como: periodo de aquecimento (burn in) e

espacamento de ordem k.

Uma vez atingida a convergencia, torna-se bastante trivial fazer inferéncia a partir

das distribuicoes a posterior: dos parametros de interesse.
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4 Modelando a Hanseniase

Seja Z} a propor¢ao / taxa de doentes diagnosticados com Hansenfase na regiao i.
Considere que Z = (Zy,...,Z,) , sendo Z; = log(Z; +0, 1), segue um modelo condicional
autoregressivo conforme descrito na Subsegao e dado pela seguinte equagao

Z ~N(XB,(I-pB)"'V), (4.1)

sendo X chamada de matriz desenho contendo n linhas nas quais cada linha contém
K wvariaveis relacionadas a i-ésima regiao. FEssa matriz pode conter uma coluna de
uns para permitir intercepto na modelagem, variaveis explicativas também chamadas de
covariaveis, sazonalidade, entre outros. Além disso, considere que 3 seja um vetor coluna
representando os efeitos dessas varidveis na variavel resposta, I uma matriz identidade de
ordem n, p representa o efeito espacial, B sendo uma matriz de ordem n x n formada pelos
elementos b;; = VV[I,/—Zi, nos quais W;; = 1, se os municipios 7 e j dividem a mesma fronteira, e
Wi; = 0, caso contrario, e W, = Z?Zl W;; sendo o total de regioes que dividem fronteira

1
Wiyt

sendo 7 um escalar. Considere que o parametro de autocorrelacao espacial em p seja

com a regiao . E V uma matriz diagonal de ordem n formada pelos elementos V; =

conhecido. Sendo assim, tem-se que o vetor de parametros desconhecidos desse modelo é
®=(8,7).

Seguindo o enfoque bayesiano, para inferir sobre o vetor paramétrico ® é necessario
atribuir uma distribuicao a priori para esse vetor. Portanto, considere, a priori, que 3 e

T sejam independentes e que possuam as seguintes distribuigoes
B ~ N(a;Vsl),
T ~ Ga(b,c), (4.2)

sendo ZZ’ e C%, respectivamente, a média e a variancia da distribuicao gama.

Dessa forma, tem-se que a distribuigao a posteriori é dada pela seguinte forma

p(®]Z) = p(Z[|®)p(B)p(7), (4.3)
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sendo p(Z|®) a fungao de densidade da distribui¢ao dada pela Equagao (4.1). Essa
distribuicao a posteriori nao possui forma analitica conhecida e amostras podem ser
obtidas através dos métodos de MCMCl Conforme descrito na Segao [3.3] faz-se entao
necessario obter as distribuicoes condicionais completas a posteriori. A distribuicao
condicional completa a posteriori de 3 ¢ uma normal com média V,[X /(I —~pB)V'Z +
rIa) e com a seguinte matriz de covaridncias V, = [X (I — pB)V'X + 717! .
A distribuicao condicional completa a posteriori de 7 é uma gama com parametros
prost = (2+b—1) e " = H(Z - XB)'(I — pB)V*(Z — XB) + ¢, onde V* é uma

1
Wiy

matriz diagonal de ordem n formanda pelos elementos V; =

4.1 Estudo Simulado

Para verificar a capacidade de estimacao dos parametros e analisar a sensibilidade da
modelagem quanto a distribuicao a priori, aplicou-se o modelo proposto acima em um

conjunto de dados simulados.

Para a simulacao dos dados, os parametros desconhecidos do modelo foram fixados em
valores arbitrarios. Suponha que a matriz desenho possui um intercepto e uma varidavel
. . . / , . .
explicativa e os seguintes valores 3 = (—0,5 ; 3) e 7 = 0,5. Além disso, considere

que ha uma alta correlagao espacial assumindo p = 0, 999.

Com o intuito de analisar a sensibilidade do modelo quanto a distribui¢ao a priori,
ajustou-se os dados simulados considerando diferentes escolhas para os hiperparametros
da distribuicao. As escolhas foram realizadas de forma que ora tivesse uma distribuindo
a priori informativa e ora tivesse menos informativa. Uma das formas utilizadas para
transformar uma distribuicao informativa em nao informativa é aumentar a variabilidade
dessa distribuicao. Sendo assim, visando a andlise de sensibilidade, a Tabela [1| apresenta
as estimativas pontuais, obtidas pelas médias a posteriori, e as intervalares, obtidas
pelos intervalos de credibilidade de 95% a posteriori, sob diferentes escolhas para os
hiperparametros da distribuicao a priori. Repare que, mesmo aumentando a variancia
de V3, as estimativas dos parametros a posteriori se mantiveram préximas. Por isso,

evidenciou-se que o modelo foi bem ajustado.

Foram realizadas 11000 iteragdes, com periodo de aquecimento (burnin) de 1000
e espacamento de 10, retornando assim amostras a posteriori nao correlacionadas de
tamanho 1000. A Figura [l mostra a convergéncia das cadeias dos parametros e também

seus histogramas a posteriori utilizando a priori 2 definida na Tabela [ As linhas em
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Tabela 1: Anélise de sensibilidade: estimativas a posteriori dos parametros sob diferentes
escolhas de hiperparametros para a distribuicao a priori. A estmativa pontual é dada
pela média a posteriori e a intervalar pelo intervalo de credibilidade de 95%. Os valores

verdadeiros dos parametros sao 5 = —0,5, fo =3 e T =0,5.
Hiperparametros Estimativas a posteriori
a Vg b C 51 ﬁg T

Priori1 (0;0) 500 2 0,5 -0,5993 3,0273 0,5768
(-3,0150 ; 1,7799) (2,7764 ; 3,2921) (0,4752 ; 0,6925)

Priori2 (0;0) 100 0,1 0,1 -0,5652 3,0280 0,5689
(-3,0097 ; 1,7976) (2,7631 ; 3,2850) (0,4611 ; 0,6769)

Priori3 (0;0) 50 1 0,2 -0,6233 3,0219 0,5750
(-2,9380 ; 1,6575) (2,7543 ; 3,2716) (0,4627 ; 0,6891)

Priori4 (0;0) 25 1 0,1 -0,6056 3,0208 0,5753
(-2,8866 ; 1,6396) (2,7533 ; 3,2703) (0,4631 ; 0,6896)

verde representam os valores verdadeiros dos parametros, ja as linhas em vermelho sao
as estimativas a posteriori dos parametros desconhecidos e seus respectivos intervalos de
credibilidade de 95% em cor azul. Note que hd indicios de convergéncia, que as médias a
posteriori (estimativas pontuais) ficaram proximas dos valores verdadeiros e os intervalos

contemplaram os valores verdadeiros.
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Figura 1: Tragos das cadeias e histogramas das amostras dos parametros utilizando a
priori 2 com dados simulados. As linhas em verde representam os valores verdadeiros
dos parametros, ja as linhas em vermelho sao as estimativas a posteriori dos parametros
desconhecidos e seus respectivos intervalos de credibilidade de 95% em cor azul.
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4.2 Dados Reais

Os dados foram fornecidos pelo Paulo Henrique Leal de Sousa que foi orientado pelo
Prof. Dr. ITuri da Costa Leite e co-orientado pela Prof. Dra. Patricia Lusié Velozo da
Costa no mestrado profissional em Epidemiologia em Satude Ptublica, na Escola Nacional

de Satde Publica Sergio Arouca, na Fundagao Oswaldo Cruz, no Rio de Janeiro.

A taxa de detecgao de hanseniase em menores de 15 anos possui classificagoes
categoricas diferentes da usuais, uma vez que altos indices nessa faixa etaria representam
combate inadequado da doenca por parte dos orgaos de sauide. Assim, considerando a
escala de 100 mil habitantes, a taxa é classificada em: hiperendémica (> 10,00); muito
alta (9,99 a 5,00); alta (4,99 a 2,50); média (2,49 a 0,50); e baixa (< 0,50) (Revista de
Saude Publica (2017)) [10].

A Figura [2] apresenta as taxas de deteccao de hanseniase para cada municipio do
Maranhao em 2010 de acordo com a classificagao estabelecida desse indicador. Note que
as cores predominantes sao das categorias baixo e hiperendémico, ou seja, apesar de muitas
regioes apresentarem taxas quase ou totalmente nulas, outras apresentam taxas bastante

elevadas. Ademais, percebe-se uma possivel correlacao espacial entre os municipios.

Figura 2: Taxa de Deteccao de Hanseniase em menores de 15 anos nos munincipios do
Maranhao em 2010.

Além da andlise exploratoria dos dados pelo mapa coroplético, a correlagao espacial
entre as regioes pode ser verificada também por meio de duas medidas: o indice de Moran

e o indice de Geary. Verificou-se que, em ambos os casos, ha indicios de dependéncia
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espacial entre os municipios do Maranhao pois os indices de Moran e Geary foram

aproximadamente 0,12 e 0,88, respectivamente.

Cerca de 55% das regides nao tiveram registros de infectados por Hansenfase, tendo
taxas nulas. Diversos motivos podem ser avaliados, como por exemplo: regioes pouco
povoadas, regioes que nao notificam os casos ou até mesmo a migracao de pessoas para as
grandes cidades em busca de tratamento. Assim, esse fato pode implicar diretamente na
modelagem das taxas e consequentemente nas estimativas dos parametros desconhecidos

do modelo.

Considere um modelo com intercepto e uma variavel explicativa. Utilizou-se como
varidvel explicativa o Indice de Desenvolvimento Humano Municipal (IDHM]) em 2010
de cada municipio do Maranhao. Além disso, considerando que ha uma alta correlacao

espacial assumius-e p = 0,999.
Como nao crenca sob os parametros desconhecidos, considere a priori que
B ~ N(0;1001),
T ~ Ga(0,1;0,1), (4.4)
sendo 0 = (0,0)".

Foram gerados 11000 valores com burnin de 1000 e espacamento de 10, retornando
assim amostras a posteriori nao correlacionadas de tamanho 1000. Para a estimativa

dos parametros desconhecidos, foram utilizadas a média a posteriori e intervalos de
credibilidade de 95%.

A Figura [3] mostra a convergéncia das cadeias dos parametros e os histogramas das

distribuicoes a posteriori. Note que parece ter havido convergéncia.



4.2 Dados Reais 21

0 &
w
(1)
0 =
& & 8 - °
Wy
o re]
o 8
8 [=1
' T T T T T 1 T T T T T 1 T T T T T 1
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000
iteracdes iteracdes iteracdes
Histograma Histograma Histograma
o
& 2
o o
[=]
z @ = =
L] o] m 2
3 s :°
5 5 H
N m o) . 211 1
f T T T 1 r T T T T 1 r T T 1
-30 20 -10 0 10 5 10 15 20 25 30 0.025 0.030 0.035 0.040
B Bz T

Figura 3: Tragos das cadeias e histogramas das distribuicoes a posteriori usando o conjunto
de dados reais.

A Tabela [2| apresenta as estimativas e os intervalos de credibilidade a posteriori dos

parametros estimados.

Tabela 2: Médias a posteriori e intervalos de credibilidade de 95% para os parametros.
Parametros 51 5o T
-8,4525 15,1894 0,0306
(-18,0569 ; 1,6520) (11,5084 ; 19,3378) (0.0254 ; 0,0365)

Priori 2

A partir das estimativas dos parametros na Tabela [2| verificou-se que quao maior for
o [DHMI maior deverd ser a taxa de deteccao de hanseniase nos municipios do Maranhao.
Resultado esse nada trivial, uma vez que esse indicador representa desenvolvimento
humano nas areas de educacao, saide e renda. Como argumentacao inicial, essa relagao
pode estar associada, por exemplo, a subnotificacao diferenciada segundo os municipios
onde pessoas oriundas de regides com baixos sao notificadas nos grandes centros

urbanos onde apresentam indices mais elevados.
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5 Conclusao

Dentre os estados do Brasil, o Maranhao ¢ um dos estados mais preocupante pois
possui altas taxas de hansenfase. E isso motivou esse trabalho. Além dos possiveis
fatores socio-economicos associados a doenca, esse trabalho analisou e verificou associagao
espacial entre as regioes do estado. Propos-se um modelo espacial para ajustar uma

transformacao das taxas.

Para verificar o procedimento de inferéncia, gerou-se um conjunto de dados e estimou-
se os parametros desse conjunto. Atribui-se diferentes escolhas para os hiperparametros
da distribuicao a priori do vetor de parametros desconhecidos e esse estudo é chamado de
analise de sensibilidade. Essa andlise se comportou de forma satisfatéria e os parametros

foram bem estimados mesmo sob diferentes escolhas dos hiperparametros.

Em seguida, analisou-se o conjunto de dados reais. A partir de uma analise
exploratéria dos dados e pelos Indices de Moran e de Geary, foi possivel verificar que
as taxas de deteccao de hanseniase apresentaram correlacao espacial, ou seja, a taxa de
determinada regiao é influenciada pelas taxas de sua vizinhanga. Ademais, através de
um modelo espacial e suas covaridveis associadas, verificou-se que o [DHM] foi uma
covariavel significativa, porém indicou que regides com maiores indices de desenvolvimento

humano tendem a ter maiores taxas de haneniase.

O modelo proposto nesse trabalho serve para varidveis respostas continuas que
assumem valores na reta. As taxas de hanseniase sao nao-negativas. Para levar essas
taxas na reta, aplicou-se uma func¢ao logaritmica. Porém hé muitas taxas nulas indicando
que a variavel resposta ¢ mista mesmo com a transformacao utilizada. Problema esse
que pode influenciar negativamente na estimativa e no intervalo de credibilidade dos

parametros do modelo.

Consequentemente, fica como trabalhos futuros a analise e estudos de modelos mais
adaptativos aos dados de hanseniase, levando em consideracao principalmente a grande

quantidade de taxas iguais a zero.



23

Referéencias

[1] ORGANIZATION, W. H. Weekly epidemiological record relevé épidémiologique
hebdomadaire. Weekly Epidemiological Record, v. 34, p. 317-28, 2012.

[2] CRESSIE, N. A. C. Statistics for Spatial Data. [S.1.]: John Wiley & Sons, 1993.

[3] SCHMIDT, A. M.; NOBRE, A. A.; FERREIRA, G. S. Alguns aspectos da modelagem
de dados espacialmente referenciados. Rio de Janeiro, 2003.

[4] BANERJEE, S.; GELFAND, A. E.; CARLIN, B. P. Hierarchical Modeling and
Analysis for Spatial Data. [S.1.]: Chapman & Hall/CRC, 2003.

[5] GAMERMAN;, D.; LOPES, H. F. Markov chain Monte Carlo: stochastic simulation
for Bayesian inference. [S.1.]: CRC Press, 2006.

6] GEMAN, S.; GEMAN;, D. Stochastic relaxation, gibbs distributions, and the bayesian
restoration of images. IEEE Transactions on pattern analysis and machine intelligence,
IEEE, n. 6, p. 721-741, 1984.

[7] GELFAND, A. E.; SMITH, A. F. M. Samping-based approaches to calculating
marginal densities. Journal of the American Statistical Association, v. 85, n. 410, p.
398-409, 1990.

[8] METROPOLIS, N. et al. Equation of state calculations by fast computing machines.
The journal of chemical physics, AIP, v. 21, n. 6, p. 1087-1092, 1953.

[9] HASTINGS, W. K. Monte Carlo sampling methods using Markov chains and their
applications. Biometrika, v. 57, p. 97-109, 1970.

[10] FREITASI, B. H. B. M. de et al. Tendéncia da hanseniase em menores de 15 anos
em mato grosso (brasil), 2001-2013. Rev Saidde Piblica, SciELO Public Health, v. 51,
p. 28, 2017.



Universidade Federal Fluminense
Instituto de Matematica e Estatistica
Departamento de Estatistica

";.E;Stéi'i&ica o

Assunto: Avaliagio do Relatério Final associado ao Projeto de Iniciagdo 3 Pesquisa dos
ProfessoresLuis Guillermo Coca Velarde(SIAPE 1282424) e patricia LusiéVelozo da Costa (SIAPE
1805333).

A Comissio de Pesquisa, no uso de sua atribuic@io, avaliou o relatorio final do projeto de
iniciacio a pesquisa entitulado “Modelos hierarquicos bayesianos”, submetido pelos
docentesLuis Guillermo Coca Velarde(SIAPE 1282424) e Patricia LusiéVelozo da Costa
(SIAPE 1805333), bem como 0 relato do aluno envolvido Fellipe Carvalho Gomes (matricula
UFF 113054015). Considerando a Instrugao de Servico GET — e entendendo que o projeto
cumpriu seu proposito, a Comissio de Pesquisa do GET considera validada a sua execugdo €

indica o aproveitamento do trabalho realizado como atividade complementar para 0s alunos
envolvidos.

Niteroi, 03 de julho de 2018

S B /Lwﬁ'v AR

Ana Beatriz Monteir6 Fonseca

Eduardo Ferioli Gomes™

z/@,@o(m n{ \3@ a:»,é“ﬁagﬁi

Luciane Alcoforado

UQ&& &ng«—\ &.O«N\:&% 9‘3\ Ssé(‘

Wilson Calmon




'U'FF Universidade Federal Fluminense

Instituto de Matematica e Estatistica ’

“Estatistica_

Modelos lineares hierarquicos
bayesianos

Relatorio final

Identificacao do Projeto: Projeto de Iniciacao a Pesquisa

Docentes responsaveis: Patricia Lusié Velozo da Costa (SIAPE: 1805333)
Luis Guillermo Coca Vellarde (STAPE: 1282424)

Aluno vinculado: Fellipe Carvalho Gomes (matricula: 113054015)
(aluno do curso de Estatistica)

carga horaria semanal: 20horas

Resumo do plano inicial

Os docentes ja haviam inicializado um trabalho com o aluno Fellipe em Projeto Final I
em 2017-1. Porém o aluno apresentou muitas dificuldades para inicializar a modelagem
hierarquica e, devido a motivos pessoais, resolveu cursar Projeto Final II em 2018-1.
Sendo assim, os docentes sentiram a necessidade de criar esse projeto para incentivar o
aluno a estudar os conteudos de inferéncia bayesiana e modelagem hierarquica. Para isso,
pretendeu-se que o aluno trabalhasse com dados simulados a fim de analisar a sensibilidade
da distribuicao a priori atribuida e aprender sobre como inferir sobre os parametros

desconhecidos.



Resultados previamente esperados

O aluno apresentava muitas duvidas sobre Inferéncia Bayesiana e, em especial, sobre os
métodos de Monte Carlo via cadeias de Markov (MCMC). Esperava-se que o aluno aprendesse
mais sobre esse contetido e sobre modelagem hierdrquica. Além disso, esperava-se que o aluno

aprendesse a avaliar o modelo proposto usando dados artificiais.

Resumo do projeto executado e resultados efetivamente

obtidos

O projeto foi previsto para ser desenvolvido entre setembro de 2017 a fevereiro de 2018,
totalizando 6 meses. Porém, o aluno precisou de um pouco mais de tempo para conciliar
os estudos do projeto, com os da graduacgao e o seu estagio. O aluno foi avaliado ao longo
do periodo de execucao, citado anteriomente, através de apresentacoes realizadas sobre o
assunto estudado e de implementacoes de modelos pertinentes ao assunto.

Os docentes esperam ter contribuido na formacao académica do aluno uma vez que esse
precisou aprender sobre modelagem hierarquica, simulagao de dados artificiais e refor¢ou os
conhecimentos sobre inferéncia bayesiana.

O aluno pode sanar as duvidas citadas na secao anterior, reforcar os conceitos estudados
ao longo da graduagao sobre modelos lineares e estudar sobre modelos hierarquicos. Além
disso, o aluno estudou alguns modelos diferentes até optarmos pelo modelo mais adequado
ao assunto de interesse e pode treinar como fazer as contas da distribuicao a priori, da
distribuicao a posteriori, de distribuigoes condicionais completas a posteriori e também pode
exercitar a implementagao do MCMC e de geragao de dados artificiais. Além disso, o aluno
comparou a amostragem realizada no R com os resultados obtidos no Jags. O aluno preparou
um texto relatando o assunto estudado, o modelo implementado e analisando os resultados

obtidos.

Niterdi, 25 de junho de 2018.
Patricia Lusié Velozo da Costa (SIAPE: 1805333)
Luis Guillermo Coca Vellarde (STAPE: 1282424)
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O projeto teve inicio em setembro de 2017 e teve como principal objetivo o estudo sobre a mod-
clagem hierarquica sob a perspectiva de inferéncia bayesiana pois esta metodologia foi adotada
posteriormente em minha monografia, de titulo “Uma aplicacdo de modelo hierdrquico bayesiano
na modelagem da dor em rescém nascidos submetidos & pungdo de calcineo” e como objetivo se-
cundario, devido a complexidade da metodologia estudada, foi planejada uma revisio da literatura
de modelos de regressdo linear simples sob o paradigma. cléssico e sob o paradigma bayesiano para
o aprendizado de novos clementos relacionados ao seu ajuste.

Para isso foram utilizadas referéncias bibliograficas sugeridas pelos professores Guillermo Coca
Velarde e Patricia Lusié Velozo da Costa para a compreensao da metodologia ¢ toda a implemen-
tagao da parte computacional referentes a: simulag¢do, manipulagdo e implementagio do algoritmo
estudado foram realizados com o uso do software R (versao 1.0.153) que é uma linguagem e um
ambiente para programacéo estatistica e além disso todo o texto produzido foi feito em INTEX,
uma linguagem para a produgao de artigos cientificos.

Toda semana ocorriam reunides para discutir o projeto, relirar eventuais dividas dos cdlculos
realizados e no decorrer do projeto quando fez-se nescessario as simulagoes em R esses encontros
também envolviam a avaliagdo do andamento da produgao dos cddigos computacionais.

Diversos resultados interessantes foram obtidos com o estudo do modelo de regressao linear simples
quanto no hicarquico. No modelo de regressao linear simples além dos dados simulados ainda foi
utilizado um conjunto de dados reais que contam com registros de tempo e distancia até a parada
de um carro ao apertar o freio em alta velocidade ¢ no modelo de regressao linear hierdrquico todos
os pardmetros utilizados para simular a amosira foram recuperados.

De maneira resumida o projeto foi muito benéfico nao apenas acrescentando o conhecimento sobre
uma nova metodologia para o ajuste de modelos de regressao linear como também gerou diversos
beneficios secundérios como: aperfeigoar habilidades de simulagdo dos dados, treinar a escrita de
artigos cientificos com I#TEX, aprimorar a habilidade em programagao em linguagem R melhorando
assim tanto a minha formagdo como reconhecendo o verdadeiro valor da educagido e da ciéncia.
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Resumo

Este projeto tem como objetivo o estudo sobre a modelagem hierarquica sob a
perspectiva de inferéncia bayesiana. Inicialmente, estudou-se o modelo de regressao linear
simples usando o método de Monte Carlo via cadeias de Markov (MCMC) para aprender
a estimar os parametros de um modelo através da inferéncia bayesiana os resultados foram
comparados com o ajuste do modelo de regressao lienar sobre a perspectiva classica. Em
seguida o projeto envolveu o estudo de modelos lineares hierarquicos. Recorreu-se a dados
simulados para analisar a eficiencia do procedimento de inferéncia utilizado e avaliar a
sensibilidade da distribuicao a priori escolhida.



Sumario

[Lista de Figuras|

[Lista de Abreviacoes| p.6
(1 Introducadg| p-1
2 Objetivos| p-3
[3 Materiais e Métodos| p-4
[3.1 Inferencia bayesianal. . . . . . . . . .. ... oL p-4
[3.1.1  Distribuicao a Priori| . . . . . .. ... .. ... ... p-6

[3.1.2  Amostrador de Gibbs| . . . . . . . ... ..o p.8

[3.2  Modelo de regressao linear simples bayesianof . . . . . . . .. ... ... p. 10
[3.3 Modelo de regressao linear hierarquico bayesiano|. . . . . . . . ... .. p.-13

[4  Analise dos Resultados| p-20
[4.1  Modelo de regressao linear simples| . . . . . ... ... ... .. .... p. 20
[4.1.1 Dados simulados] . . . . . ... ... ... ... ... ... ... p-20

[4.1.2 Dadosreais| . . . . . . . .. ... ... p-25

[4.1.3  Modelo de regressao linear hierarquico bayesiano|. . . . . . . . . p-31

[ Conclusao| p. 38

Referencias p-39



Lista de Figuras

Comparando comportamento da distribuicao a posteriori de acordo com

a selecao da distribuicao a priorll. . . . . . . .. .. ...

Histogramas e densidades das tres ultimas cadeias estimadas para modelo

de regressao linear simples com dados simulados e destaque para o

parametro populacional real| . . . . . ... ... 000000

Cadeias estimadas para modelo de regressao linear simples com dados

simulados com intervalos de credibilidade em azul e o parametro

populacional real em vermelho| . . . . . . .. ... 000000

Graficos de autocorrelacao das cadeias estimadas para modelo de

regressao linear simples com dados simulados para os parametros [,

/BleTl ....................................

Relacao entre a covariavel e a variavel resposta da cadeia simulada e reta

do modelo linear classico vs bayesiano com dados simulados| . . . . . .

Histogramas e densidades das tres ultimas cadeias estimadas para modelo

de regressao linear simples com base de dados cars[. . . . . . . ... ..

Cadeias estimadas para modelo de regressao linear simples com base de

dados cars| . . . . . . . ..

Graficos de autocorrelacao das cadelas estimadas para os respectivos

parametros Sy, 51 ¢ 7 do modelo de regressao linear simples com base de

dados cars| . . . . . . . ..

“Relacao entre a covariavel e a variavel resposta da cadeia simulada com

reta do modelo linear classico vs bayesiano com base de dados cars|. . .

(1O

Histogramas e densidades das tres ultimas cadeias estimadas para o

modelo de regressao hierarquico bayesiano com base de dados simuladal

M1

Cadeias estimadas para o modelo de regressao hierarquico bayesiano com

base de dados simuladal . . . . . ... 00000




M

Graficos de autocorrelacao das cadelas estimadas para o os respectivos

parametros o, [, ,7,,7. € 73 do modelo de regressao hierarquico

bayesiano com base de dados simulada] . . . . . ... ... 000

IE;

Meédias e intervalos de credibilidade para a cadeia de «; estimada

incluindo o real valor estimado em azul e uma linha tracejada para o

real valorde o . . . . . ..

Iz

Meédias e intervalos de credibilidade para a cadeia de [; estimada

incluindo o real valor estimado em azul e uma linha tracejada para o

real valor de S, . . . . . . ..




Lista de Abreviacoes

DCCP distribuicoes condicionais completas a posterioris
fdp funcao de densidade de probabilidade
iid independentes e identicamente distribuidas

MCMC Monte Carlo via cadeias de Markov



1 Introducao

Analise de risco de crédito de um cliente, previsao da quantidade de chuva em um
dado local e estimativa de erros ou falhas de um novo produto ou servigo sao apenas
alguns dos exemplos de possiveis assuntos de interesse e nos quais decisoes podem ser
tomadas, e tais decisoes podem ser dadas através da modelagem estatistica. Modelar um
fenomeno aleatério consiste em realizar afirmagoes sobre o processo gerador dele e, em
Estatistica, essas afirmagoes costumam ser sobre as distribui¢oes das variaveis aleatérias

envolvidas na geragao do fenomeno de interesse.

A atribuicao de uma distribuigao pode ser dada em niveis, como, por exemplo, quando
as observagoes pertencem a grupos diferentes e cada grupo tem suas préprias propriedades
(média, variancia, entre outras). Nesses casos recorre-se a modelos hierdrquicos, que
também sao conhecidos como modelos multiniveis. Aplicacoes desses modelos podem ser
encontradas em varias dreas tais como na Educacao, Economia, nas Ciéncias Sociais e na
Saide. Suponha que demégrafos desejam examinar como diferencas no desenvolvimento
da economia nacional podem interferir na relagao entre o grau educacional dos adultos e
a taxa de fertilidade. Para isso, pode-se utilizar 2 estdgios: nivel nacional (indicadores
economicos) e nivel domiciliar (educagao e fertilidade). Ou suponha que o interesse esteja
em medir o rendimento escolar dos alunos e, para isso, utiliza-se 4 estdgios: os alunos, as

turmas, as escolas e os érgaos administradores ou a regiao.

Muitas vezes, os parametros dessas distribui¢coes podem ser desconhecidos e deseja-
se inferir sobre eles. Ha 2 grandes escolas de inferéncia: a cléssica e a bayesiana. A
classica trata esses parametros como quantidades fixas e nao atribui distribuicoes a eles.
A estimacao dos parametros é dada através da funcao de verossimilhanca. A bayesiana
atribui uma distribuicao, chamada de distribuicao a priori, ao conjunto de parametros
desconhecidos quantificando a sua crenca sobre esse conjunto e a estimacao dos parametros
é dada através da distribuicao a posteriori, que é proporcional ao produto da funcao de
verossimilhanca com a distribuicao a priori. A distribuicao a priori é proposta por meio de

conhecimentos subjetivos que se tenha sobre os parametros. E dito ter uma distribuicao a
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priori informativa, quando ha uma forte crenca sobre o conjunto de parametros. Quando
nao ha crenca sobre os parametros em questao, distribuicoes a priori nao informativas
sao utilizadas e, nesse caso, pode-se comparar os resultados obtidos com os da inferéncia

classica. A inferéncia bayesiana sera o foco desse trabalho.

Quando ha mais de um parametro desconhecido, a distribuicao a posteriori torna-se
uma distribuigao multivariada. Muitas vezes essa distribui¢ao é desconhecida e/ou muito
dificil de ser analisada. O avanco computacional das ultimas décadas tem permitido a
aplicacao de modelos complexos de forma mais realista na representacao de fenomenos
aleatorios em estudo. Até a década de 80 utilizava-se métodos aproximados de inferéncia
enquanto que na década de 90 os métodos de Monte Carlo via cadeias de Markov (MCMC),
e, mais especificamente, o amostrador de Gibbs e o Metropolis-Hastings, revolucionaram
as aplicagoes no contexto bayesiano. Maiores detalhes podem ser vistos em Robert e
Casella (2005) [I] e em Gamerman e Lopes (2006) [2].

Modelos de regressao linear explicam a varidvel resposta através de varidveis
explicativas e supoe que dada as varidveis explicativas, as variaveis respostas sao
independentes. Modelos lineares hierarquicos sao generalizagoes dos modelos de regressao
linear pois assumem que as observagoes das unidades pertencentes ao agregado sao

dependentes.

Esse trabalho possui a seguinte estrutura: o Capitulo 2 contém os objetivos deste
trabalho; o Capitulo 3 apresenta a metodologia utilizada; no Capitulo 4 gerou-se dados
simulados a fim de analisar os modelos propostos e, por fim, o Capitulo 5 apresenta as
conclusoes desse estudo, seguido por referéncias utilizados para gerar as amostras e a

modelagem.



2 Objetivos

O objetivo deste trabalho é estudar sobre a modelagem linear hierdrquica bayesiana.
Esse estudo consiste em basicamente 2 (duas) etapas: estudar procedimentos de inferéncia
bayesiana e, em seguida, modelagens lineares hierarquicas. Em seguida, trabalhou-se com
dados simulados a fim de analisar a sensibilidade da distribui¢ao a priori atribuida e

avaliar a inferéncia sobre os parametros desconhecidos.



3 Materiais e Métodos

Este capitulo contém uma breve revisao de alguns conceitos abordados ao longo deste
trabalho. Conforme mencionado no Capitulo [I} esse trabalho consiste em modelagem
estatisticas e, portanto, distribui¢oes sao atribuidas a determinados fenomenos e essas
distribuicoes possuem determinadas quantidades desconhecidas, chamadas de parametros,
fazendo-se necessario inferir sobre esses parametros. Recorreu-se a inferéncia bayesiana
e, portanto, a Secao [3.1| contém uma revisao sobre esse assunto. Em seguida, o interesse
consiste em recorrer a modelos lineares hierarquicos e, por isso, a Secao introduz o
conceito de modelos lineares e, sem seguida a Se¢ao[3.3]extende esses modelos introduzindo

hierarquias.

3.1 Inferéncia bayesiana

Um experimento aleatorio é um processo que acusa variabilidade em seu resultado. O
conjunto de todos os possiveis resultados desse experimento é chamado de espagco amostral.
Os subconjuntos do espaco amostral sao denominados de eventos aleatérios. Uma variavel
aleatoria é uma fungao que associa nimeros reais a cada um dos elementos do espago
amostral. Cada elemento passa a ter um tnico nimero real associado a ele. Um mesmo
nimero pode estar associado a mais de um elemento. Todos os elementos do espaco

amostral tem que ter um ntmero associado.

Seja Y; uma variavel aleatéria. O indice ¢ é chamado de unidade amostral e pode
representar, por exemplo, um individuo, um instante de tempo ou um grupo de idade.
Suponha que tenha-se N unidades amostrais e que haja interesse em inferir sobre a média
dessa populagao, representada por p, e/ou sobre a variancia dessa populagao, representada

por o2, por exemplo.

Seja p(Y1,...,Yn|0) a funcdo de distribuigdo ou de densidade da varidvel resposta
dado um conjunto de parametros 6. Apds obter uma amostra de tamanho n da

variavel resposta, pode-se inferir sobre os parametros populacionais. Através da inferéncia



3.1 Inferéncia bayesiana 5

bayesiana, atribui-se uma distribui¢ao a priori para 6. Denote essa distribui¢ao por h(€).
Dessa forma, a inferéncia sobre o vetor paramétrico é dada através da distribuicao a
posteriori p(Oyi, ..., ys), sendo y; o i-ésimo valor amostrado da varidvel de interesse.

Pelo Teorema de Bayes, tem-se que a distribuigao a posteriori é dada por

hO)p(ys, ..., yal0)

Py, yn) (3.1)

pOly1,....yn) =

sendo p(y1, ..., yn) chamada de distribui¢ao marginal da varidvel de interesse.

Por exemplo, suponha que Y; YN (i, 1) e que o interesse esteja em estimar a média
populacional, dada por p. A priori, suponha que p ~ N(my,V,). Dessa forma, obtem-se

que a distribuicao a posteriori é dada por

h(p) T, p(yilp)
P15 Yn)

p(ulyrs .. yn) = (3.2)

onde h(u) é a fungao de densidade de probabilidade (fdp) da distribuigdo normal com
média m,, e variancia V,,, p(y;|p) é a[fdp| da distribui¢do normal com média p e variancia
Lep(ys,.--,yn) é adistribuigdo marginal das observacoes que pode ser obtida integrando

o parametro p no numerador, ou seja,

+oo n
ponse o) = | b [ otwlndu (3.3)

o0 i=1

Note que essa a distribuigdo dada em (3.3)) nao depende de p e que, por defini¢ao de
[fdp], a integral da [fdp|a posteriori, dada em ({3.2]), com respeito a u tem que ser igual a 1.

Sendo assim, tem-se que a distribuicao a posteriori é proporcional a

n

Py, - yn) o h(p) Hp(y@-|u)

x exp {—i (o — mu)Z} exp {—%Z (yi — M)Q}

X exp {—% (n + %) [/f — 2 (n +%) B (mv: + Z:;gﬁ)] }(3.4)

Integrando a equacao acima, obtém-se que
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1\ "' (m " 1\*!
U Vi i—1 Up

E, portanto, a inferéncia sob o parametro da média populacional é realizada através
dessa distribuicao normal. Sendo assim, uma estimativa pontual para o parametro u, sob
o paradigma bayesiano, é dada pela média dessa distribuicao normal e também pode-se
obter estimativas intervalares, que sao chamadas de intervalos de crebilidade, no contexto

bayesiano.

3.1.1 Distribuicao a Priori

Na abordagem bayesiana existem diferentes formas de especificacao da distribuigao a
priori para o vetor paramétrico desconhecido, 8. A distribuicao a priori deve representar
(probabilisticamente) o conhecimento prévio sobre esse vetor antes de observar os
resultados de um novo experimento. Com algum conhecimento probabilistico sobre isso é
possivel definir uma familia paramétrica de densidades. Essa familia, muitas vezes, possui

parametros desconhecidos que sao chamados de hiperparametros.

A distribuicao a priori é subjetiva. Ela pode ser determinada através do conhecimento
de um especialista e/ou através de dados experimentais anteriores, por exemplo. Uma
outra forma de especificar uma distribuicao a priori é escolher uma de forma que a
distribuicao a posteriori e a priori pertencam a mesma familia. Quando ambas as
distribuicoes pertencem a mesma classe de distribuigoes a atualizagao do conhecimento
que se tem sobre O envolve apenas a mudanca nos hiperparametros e é dito ter uma
distribuicao conjugada. Um exemplo de distribuicao conjugada foi visto anteriormente
na Equagao [3.5] quando propos-se uma distribui¢ao a priori normal para a média de uma

populacao com distribuicao normal e obteve-se uma distribuicao a posteriori normal.

A familia exponencial é muito importante ao se utilizar distribui¢oes a prioris
conjugadas pois através dessa familia pode-se encontrar com facilidade a distribuicao
conjugada e a distribuicao a posteriori, tanto para o caso continuo quanto discreto. Para
maiores detalhes, vide Migon (2014)[3].

Definida a familia da distribuicao a priori, uma outra discussao é como definir

b

os hiperparametros. Através disso é possivel ter uma distribuicao "vaga” ou uma

informativa. Se a distribuicao estiver concentrada em uma regiao pequena, é dito ter
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uma distribui¢ao informativa. Se a variabilidade da distribuicao é muito alta, é dito ter

uma distribuicao nao informativa.

Caso o pesquisador tenha uma crenca forte, ele utiliza distribuigoes informativas.
Caso contrario, ele recorre a uma distribuicao a priori com efeito minimo na distribuicao
a posteriori. Distribuigoes a priori nao informativas podem ser obtidas da seguinte forma:
aumentando-se a variancia da distribuigao a priori, utilizando-se uma distribuicao a priori
uniforme ou ainda através de distribui¢oes proposta por Jeffreys (1961)[4]. Maiores

detalhes podem ser encontrados em Ehlers (2003)[5].

Considere o exemplo em que uma amostra aleatéria simples de uma populagao com
distribuicao normal com média populacional = 0 e variancia o = 1 é selecionada e dois
pesquisadores desejam inferir qual a média populacional, dada por u. O pesquisador A
possui uma forte crenca de que a média esteja em torno de 5 e portanto sua distribuigao
priori contard com uma variancia pequena (0? = 2), de modo que sua distribui¢ao a
priori seja informativa. Ja o pesquisador B resolve declarar sua distribuicao a priori com
a mesma média 5 porém sua incerteza o levou a selecionar um alto valor para a variancia
0? = 20. A Figura [l compara as distribuicoes a priori e a posteriori dos diferentes
pesquisadores. Note que a distribuigao a posteriori encontrada pelo pesquisador A sofre
maior influéncia da distribuicao a priori uma vez que essa é mais informativa e ha um

tamanho amostral pequeno.

Comportamento da distribuicdo a posteriori de
acordo com a informacéo da distribuicéo a priori

w
@
uw
2
T - Pesquisador A
Pesquisador B
| — Distribuicéo a Priori
e ---- Distribuicéo a Posterior
-------- Funcéo de Verossimilhanca
o™
N
P
o
2

Média Populacional

Figura 1: Comparando comportamento da distribuicao a posteriori de acordo com a

selecao da distribuicao a priori
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Quanto maior o tamanho da amostra, menor tende a ser a influéncia da distribuicao
a priori. Porém, faz necessario ter cautela ao definir uma distribuicao a priori e por isso é
desejado fazer uma anédlise de sensibilidade para estudar os impactos disso na inferéncia

sobre os parametros.

3.1.2 Amostrador de Gibbs

A distribuicao a posteriori de um parametro @, dada pela Equacao contém
toda a informacao probabilistica a respeito deste parametro. Quando a forma analitica
dessa distribui¢ao é conhecida, entdo um gréfico da [f[dp| pode ilustrar o comportamento
probabilistico do parametro de interesse e auxiliar em alguma tomada de decisao. Porém,
quando a forma analitica nao é conhecida ou é muito custosa de ser obtida, pode-se

recorrer a métodos de simulacao tais como os métodos [MCMCL

A dependéncia de Markov é um conceito atribuido ao matematico russo Andrei
Andreivich Markov que no inicio do século 20 investigou o comportamento da alternancia
de vogais e consoantes no poema Onegin by Poeshkin. Markov desenvolveu um modelo
probabilistico onde os resultados sucessivos dependiam em todos os seus predecessores
apenas através do antecessor imediato e o modelo permitiu-lhe obter boas estimativas da
frequéncia relativa de vogais no poema. Quase ao mesmo tempo o matematico francés
Henri Poincare estudou sequéncias de variaveis aleatérias que eram de fato Cadeias de
Markov, Gamerman (2006)[2].

Uma cadeia de Markov de primeira ordem é um processo estocastico {Wy, Wy, ...} de
tal forma que a distribuigao de W;, dados todos os valores anteriores W, ..., W;_1, depende

apenas de W;_1, ou seja:
p(Wt|W07 X3 Wt—l) = p(Wt“/Vt—l)'
Os métodos requerem que a cadeia seja:

e homogeénea: as probabilidades de transicao de um estado para outro sao invariantes.

e irredutivel: cada estado pode ser atingido a partir de qualquer outro em um nimero

finito de interagoes.

e aperiodica: nao haja estados absorventes.

A fungado de transigdo da cadeia, definida por P(z|w), é a fungao que indica a

probabilidade da cadeia mover-se para o estado z dado que se encontra no estado w
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no tempo anterior. Seja uma distribuicio 7(w),w € RY, conhecida a menos de uma
constante multiplicativa, porém complexa o bastante para nao ser possivel obter uma
amostra diretamente. Para gerar amostras de m(w), calcula-se e utiliza-se a fun¢ao de
transicdo P(z|w) que converge para m(w) na k-ésima iteracdo. O processo é iniciado
em um estado arbitrario de w e apdés um nimero suficientemente grande de simulagoes,
as observacoes geradas sdo aproximadamente iguais a distribui¢ao alvo 7(w). Robert e
Casela (2005)[I]

A convergéncia da cadeia de Markov acontece depois de um periodo chamado de
aquecimento. Conforme o nimero de iteracoes aumenta, os valores iniciais sao esquecidos
pela cadeia até convergir para a distribuicao de equilibrio 7(w). Na pratica, os valores

iniciais sao descartados, pois sao considerados como uma amostra de aquecimento.

Com os avancos dos métodos de MCMC], surgiu o amostrador de Gibbs, proposto por

Geman e Geman (1984)[6] e tornou-se popular por Gelfand e Smith (1990)[7].

Sejam 7(6) a distribui¢ao da qual se tem o interesse de amostrar onde 8 = (61, ..., 6,),
0_; ¢ o vetor composto por todos os elementos de 8, exceto pelo elemento 0;, 7 =1,...,d,
em;(0;) = m(0;]0—;) as distribuigdes condicionais completas, ou seja, distribuigdes de cada

parametro condicionada aos demais parametros do modelo.

Portanto o amostrador de Gibbs ird gerar sucessivas amostras das distribuigoes

condicionais completas da seguinte de acordo com o algoritmo descrito abaixo:

1. Determinar um valor inicial para cada 6;, definindo 6 = (950), . ,9&0)).

2. Iniciar o contador de iteracao k=1.

3. Obter um novo valor para %) = (0§k),...,6’g€)) pela geracao sucessiva das

distribuicoes condicionais completas:

0"~ w(@ o8, a0,
Hék) ~ 7T(02|0§k)’ Hék_1)7 eﬁ(lk_l)7 A ] Hc(lk_l))7

k k k
0 ~ (0,00, .. 00

4. Atualizar o contador k =k + 1,

5. Repetir os passos 3 e 4 até que a convergéncia seja obtida.
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Como a convergéncia ocorre apés o aquecimento (ou burn-in), é comum usar os valores
de 6@ glatt) glat2) = para compor a amostra de 6, sendo a — 1 o nimero de iteracoes
iniciais do aquecimento e t o espacamento utilizado para diminuir a autocorrelagao dos

parametros. Maiores detalhes podem ser vistos em Gamerman (2006)[2].

3.2 Modelo de regressao linear simples bayesiano

Embora o objetivo do projeto seja sobre a abordagem utilizando modelos lineares
hierarquicos, ¢ fundamental o entendimento sobre modelos lineares bayesianos simples
pois a partir destes modelos que apresentam uma relacao linear nos parametros entre
as varidaveis e a fungao de verossimilhanga, uma distribuicao a priori para os parametros
também deve ser declarada e este conceito da declaracao da distribuicao a priori sera

aprofundado em seguida ao tratar o tema principal deste projeto.

Inspirado no conjunto de dados disponibilizado por Ezekiel (1930)[8] e que hoje faz
parte do conjunto de banco de dados nativos do R [9] (a base de dados pode ser obtida
ao escrever “cars’no console) um modelo de regressao linear simples pela perspectiva
bayesiana serd ajustado e para isso primeiramente alguns célculos precisam ser realizados

para que seja possivel a implementacao dos algoritmos de IMCMC] em seguida.

Os dados informam a velocidade dos carros e as distancias tomadas para parar, esses
dados foram registrados na década de 1920 e sao de grande utilidade didatica até os dias
de hoje, sendo assim, considere que a variavel aleatéria Y corresponda a velocidade seja
a de interesse, comumente chamada de variavel resposta e que a variavel aleatéria X que
corresponde a distancia tomada para parar seja utilizada para explicar a varidavel Y que

comumente é chamada de variavel explicativa ou covariavel.

Suponha entao um exemplo em que a populacao de interesse tenha distribuicao normal
com média By + 31X, sendo By e 31 desconhecidos e variancia o? desconhecida. Seja
T = U% o parametro chamado de precisao. O parametro Sy é conhecido como intercepto
ou coeficiente linear e o 3; como coeficiente angular. Além disso, suponha que as unidades
dessa populagido sejam independentes e identicamente distribuidas (iid). Dessa forma,

tem-se que as unidades dessa populagao tem a seguinte distribuicao:
iid

Y ~ N(ﬁo + 01X, %>, (3.6)

ondei=1,2,..., N.
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Obtendo-se uma amostra de tamanho n, pode-se inferir sob os parametros
desconhecidos, 8 = (0, 01, 7), através da distribuicdo a posteriori e para obter essa
distribuicao faz-se necessario calcular a funcao de verossimilhanca, que pode ser obtida

da seguinte forma:

p(ylBo, 1, 7) = Hp(yilﬁo,ﬁl,ﬂ

- H me“’”’{ ~ (i — o — B, (37)

onde y = (y1,...,Yn) € a amostra coletada.

Considere a priori que os parametros sejam independentes e que

BO ~ N<m070(2])7
Bl ~ N(mlvga €
T ~ G(a,b).

Dessa forma, tem-se que a distribuicao conjunta a priori possui a seguinte forma:

p(Bo, Br1,7) 63317{ - %(ﬁo - m0)2}€$P{ - %(ﬁl - m1)2}7'a716$p{—57}-(3-8)
0 1

Combinando a funcao de verossimilhanca com a distribuicao a priori, obtem-se a

distribuicao a posteriori que é proporcional a:
n g T &
P(Bo, Br7ly) o TE 16%29{“2(%—60—6@) —br — —(50 mo)” } *

eap {—Ti%wl - m1)2} . (3.9)

Note que essa distribuicao é multivariada e nao possui forma analitica conhecida.
Sendo assim, recorre-se aos métodos de [MCMC], descritos na Subsecao para se obter

amostras dessa distribui¢ao. E entao faz-se necessario obter as distribuicoes condicionais
completas a posterioris (DCCP)) de fy, 8 e 7.
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A primeira [DCCPI definida aqui serd a de 7. Essa distribuicao é facilmente obtida
reescrevendo a distribuigdo a posteriori, dada na Equacgao (3.9)), considerando apenas 7

como parametro desconhecido e todos os outros parametros como conhecidos, ou seja,

" B — By )?
p(TY1, - Yn, Bo, Br) o T%“‘*le:cp{ — T<Zi=1(% 2ﬁo Bri) + b)} (3.10)

Logo, a[DCCPlde 7 é

n

+a,b+ %Z(yi — Bo — mxi)?) (3.11)

i=1

n
7—|yla <oy Un, BO? ﬁl ~ Gama(i

Ja para o calculo da IDCCP| de Sy serd considerado apenas (3, como parametro

desconhecido e o restante como conhecido, obtendo assim:

n

p(Bolyts - yn, 7, B1) o exp {—% > (B3 = 2uiBo + 2B0Pri) — Tig(ﬂé - 27"1030)}

=1

x exp {—%(Tﬂ + %) {53 — 2060
0

1
Tn-i—p
0

e, portanto, tem-se que Bolyi, ..., Yn, T, 31 ~ N(My, Cp), sendo Cy' = (m' + %) e
(T2 Y — 7B i @i+ ;ﬂg)

™+ 5

90

M():

E por fim, o calculo da [DCCPI de 3, serd considerado apenas (; como parametro

desconhecido e o restante como conhecido, obtendo assim:

n

p(Brlyr, - Yn, 7, Bo) o< exp {—% > (B} — 2B + 2BoBa;) — %‘%(ﬂf - 2m151)}

i=1
n

(T2 i — 7B Y iy i+ %)}}

T im Tl = Tho X T+ o

1 1
x €$p{—§(TZ$?+U—%){5f—251 S
i=1"1 o2

=1

e, portanto, tem-se que S1|y1, ..., Yn, 7, B0 ~ N(My,C1), sendo C;' = (7’ S a4
Tt wiyi—TBo Yy wit 3
1
TYi Ty
o1

1 _
U%> e M, =

i=1"4
Ao finalizar essas contas ja é possivel realizar a implementacao do algoritmo do método

de [MCMC] os resultados desses ajustes serao discutidos na segao [4 de anélise e resultados

/)
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em no momento em que os resultados do amostrados de Gibbs para o modelo linear

bayesiano forem apresentados.

3.3 Modelo de regressao linear hierarquico bayesiano

Em muitos casos para a descricao de fenomenos aleatorios complexos nao é possivel a
declaragao de um modelo em apenas uma “frase”, como foi feito na Se¢ao[3.6, Em diversas
areas do conhecimento é possivel notar que existem dados com estrutura hierarquica como
por exemplo na Atuaria, onde modelos hierarquicos sao formulados para andlises que
envolvem a teoria do risco coletivo (aplicados a seguros e previdéncia), na Demografia
onde os modelos hierarquicos tém utilidade na modelagem da dinamica populacional, ou
mesmo em vario outros dominios de aplicacao Estatistica como, por exemplo, Avaliagao

de Desempenho, Curvas de Crescimento, Geoestatistica, etc. Migon (2008) [10]

O avanco dos métodos estatisticos em conjunto com o avango exponencial da
tecnologia tem tornado possivel a elaboracao de modelos altamente estruturados para
descrever da maneira mais realista possivel tais eventos dos quais muitas vezes os dados

se distribuem de maneira diferente e em diferentes niveis

A formulacao geral para os modelos hierarquicos utilizando a abordagem bayesiana
com o conceito de permutabilidade de Finetti (1972) foi apresentado primeiramente por
Lindley e Smith (1972) [11] quando foi mostrado que as estimativas bayesianas podem ser

por vezes mais concentradas do que as estimativas da abordagem de minimos quadrados.

A estrutura hierdarquica pode ser concebida de maneiras diferentes como apresentado
em Migon (2008) [10], quando existe hierarquia na varidvel resposta ou no caso da
declaragao da distribuicao a priori, pois em ambos os casos apresenta-se unidades de

andlise em diferentes niveis.

A abordagem que serd utilizada a seguir envolve um exemplo do conceito de priori
hierarquica que é essencial na definicado dos modelos lineares hierarquicos, Migon e
Gamerman (1999) [10] argumentam que este procedimento pode ser utilizado para facilitar
sua especificacao e descrevem como construir a distribuicao priori em estagios, combinando
informagoes estruturais (para divisao dos estdgios) com informagoes puramente subjetivas

(para a especificagao de cada estdgio).
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Sendo assim, como no modelo de regressao linear simples bayesiano calculado na
Secao 3.6}, estes modelos estocasticamente complexos novamente irao demandar o uso de

métodos nimericos eficientes para a integragao e otimizacao.

Considere que a varidvel aleatéria Y; ; que representa a variavel resposta da i-ésima
observagao ao longo de T' = 5 intervalos de tempo e seja a varidvel aleatéria X; numero
de dias decorridos ao longo das 5 intervalos de tempo que sera utilizada para explicar a

variavel Y ; e, comumente, chamada de varidvel explicativa ou covaridvel.

Suponha que a populacao de interesse tenha distribuicao normal com média a; + 3;x;,
sendo «a; e B3; desconhecidos e variancia o? desconhecida. Seja 7, = 0—12 o parametro
chamado de precisao. O parametro «; ¢ o intercepto (ou coeficiente linear) e o 3; é o

coeficiente angular. Além disso, suponha que as unidades dessa populacio sejam [idl

Dessa forma, tem-se que as unidades dessa populacao tem a seguinte distribuicao:

Y;J’ ~ N(Oél + ,62'[Ej, Tc_l) (312)

Note que o conceito de priori hierarquica seré utilizada aqui na definicao desse modelo

linear hierarquico da seguinte maneira:

(3.13)

onde my, Vy, mg, Vg, ar, by, aq, ba, ag, bg sao parametros conhecidos.

Obtendo-se uma amostra de tamanho n, pode-se inferir sob os parametros
desconhecidos, 8 = (ay, 5i, Te, e, B¢, Ta, T3) através da distribuigdo a posteriori e para
obter essa distribuicao faz-se necessario calcular novamente a funcao de verossimilhanca

deste modelo. Considere entao:
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Y = VY,;;ondeci=1,...,nej=1,..,T (3.14)
a = ap,., (3.15)
B = Bi,.fn (3.16)

onde, o vetor de parametros desconhecidos sera:

0= aaﬁaacvﬁcaTcaTaaTﬁ

Logo, a fun¢ao de verossimilhanca seré:

p<y|a7/6a7_0) = HHp(yi7j|aiaﬁi’7_C) (317)
i=1 j=1
n T
= (2— & 61‘19{——22 Yij — @i — Bir;)*} (3.18)
=1 j=1

e seja 0_,, o vetor apés excluir o elemento o desse vetor.

Considerando o conceito de priori hierarquica cujo os parametros sejam independentes
e que possuam as distribuicoes de probabilidade apresentadas em tem-se que a

distribuicao conjunta a priori possui a seguinte forma:

n

p(0) = H[P(aﬂac,Ta)p(ﬂilﬁc,Tﬁ)]p(ac)p(ﬁc)p(T)p(Ta)p(Tﬂ) (3.19)

x rhemp{- T Yo —afriem{-2 G- 6P (320)

=1 =1

1 1
X eapi=gp(ae —mg,)? }exp{—QV (B —mgs)*} (3.21)
x 1o texp{—T.b, }rlo” lexp{—Taba}Tﬁ exp{—Tgbﬂ} (3.22)

Portanto, combinando a funcao de verossimilhanga com a distribuigao a priori, obtem-

se que a distribuicao a posteriori é proporcional a:

p(@ly) o p(y|@)p(6) (3.23)
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Assim como em .9 essa distribuicdo é multivariada e ndo possuird uma forma
andlitica conhecida, sendo assim serao utilizados métodos de [MCMC| descritos na
Subsecao [3.1.2] para se obter amostras dessa distribuicao. Faz-se necessario obter as
de a4, B e 7., a., B. e T,, Tp, portanto veja os calculos dessas distribuicoes a

seguir:

DCCPl de .

n T
nT Te
p(Tc‘yaa>BaacaﬁcaTaaTﬁ> X 7—02 exp{_E (yi,j - Q _ﬁixj)Q} (324)
i=1 j=1
x 70 rewrp{—b,7.} (3.25)
Logo,
nT 1 <N &
2
Tcly, 0_7_0 ~ G<7 + Qr, bT + 5 Zzl jzl(yi’j — O — 6IZE]) ) (326)
DCCPl de ay:
T T,
plaily, 0-q,) o 69629{—50 > (yig — i — Biry)*} eXp{—éX(Oéi — )’} (3.27)
j=1
T, - T,
c * 2 (&3 2
x ea:p{—E ;(—23/1-7]-@1- +a;) — E(ai — 20;0,) } (3.28)
1 T
2 *
X emp{—ﬁ[(TcT + 7o) — 204(Te 2 v+ Tallc)|} (3.29)
j:

T
1
o exp{—§(TcT + 7o) [0 — 20i(7.T + 75) (7. Z Yi; + Tae)](3.30)
=1

(3.31)

logo,

T
Qily, 0, ~ N(7T+72) " (7 > y5,; + Tatte), (7T +7a) ") (3.32)

j=1
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DCCPl de a:

TN (0 — )Y expl — (. — m.)?
placly, ba,) o exp{ B ;(az )"} exp 2Va(ac Mma)”} (3.33)
To o 1
x ea:p{—? ;( 2000 + ) — M(ac — 2ma0)} (3.34)
(=2 + )02 = 20(ra S i+ L))} (339
oc exp{—[(ran + F=)a; — 2a.(7a 2 o Vama
o« exp{ 1( n+ ! a2 — 20 (Tam + ! ) zn:oz —|—ma)]}(336)
— 5\ Ta Y7 c\Ta 35 Ta 7 ETE
Ty v, e Va A
(3.37)
logo,

acly, 0 N((ran + —)( Zn:a My ) (3.38)

clY,V-—a ~ Ta 5 To i < ) \Ta e .

Yol A A Va
DCCPl de 7,:
n To n o
Pl 0) o mleap(- 2 (o - )t} teap(hom) (339
i=1
Logo,

Toly, 0 G(ﬁ—l—a b —l—li((x—a)Q) (3.40)

a|Y,V—r, 9 oy Yo 9 — % c .

DCCPl de g;:
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p(ﬁz|y7 0_67;) X
x
X
x
x
logo,
61"?/7 9—& ~
DCCPl de f.:
p(Bely. 0s.)
logo,

T

cap{—%5 D (s — i = By} exp{—3 (5 = 5.)°) (3.41)
j=1
T

exp{—% > (B — 28 + 2055;) — 35(52 2BiBe)} (3.42)
j=1

T
exp{—— 512 Z m? - 262 Z Yij Ty + 20‘261 Z x] ﬁ - 26150)(}343)
T

exp{—g(nﬁf Z x? — 270 Z YijT; + 270 3; Z z;) + 7537 — 274B3:44)
=1 =1 =1

T T T
1
ewp{—§(7'c Z 23+ 73) 87 — 26i(e Z YijTj — TeQy Z z; 4+ 180:)} (3.45)
j=1 j=1 j=1

Tczx +75)” TCZym% Tcazzx]+7-660 Tczx + 76340)

x exp{—— Z — Be) }exp{— ( —mg)?} (3.47)

o capl -T2 (28 + A7) - %wﬁ ~ 2ma)} (3.49)
1 ) & 1

oc eap{—g|(msn + _ﬁ)ﬁ 2B:(7s ZZ Bi + ngﬁ)]} (3.49)

o 6:(7[){—1(7'577/ + — )[ﬁ2 28.(Tsn + B (75 Z B + }(3.50)

. (3.51)

1 _ " mg 1.,
Bely.0-p. ~ N((mpn+ )" (1) _Bi+ ) (man+ )7 (3.52)
B B VB B; VB B VB
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DCCPI de 75:

p(7sly,0-+,) o T e:z:p{——z — Be) }TB Bl exp{—bﬁTB} (3.53)

Logo,

n 1 —
T8y, 0,y ~ G(§+a5,b5+52(ﬁi—ﬁc)2) (3.54)
=1

Como pode ser visto, diferente da modelagem linear simples, a modelagem hierarquica
exige que os dados sejam estruturados de forma agrupada em diferentes niveis assim como
foi calculado as[DCCPk. Em cada nivel, as varidveis explicativas estao associadas as outras
variaveis dentro do mesmo nivel e, possivelmente, as variaveis de niveis inferiores, de tal

modo que os niveis mais baixos sejam independentes dos niveis mais altos.

Portanto, com esses resultados calculados sera possivel implementar os métodos de
MCMC] tanto para o modelo de regressao linear simples, como mencionados na Se¢ao

anterior, quanto para o modelo de regressao linear hierarquico apresentado nesta secao.
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4 Analise dos Resultados

Neste capitulo, dados artificiais serao gerados e, em seguida, serao ajustados um
modelo de regressao linear simples e um modelo linear hierdrquico para avaliar o
procedimento de inferéncia empregado. A secao [4.1] contém os resultados para o modelo
de regressao linear simples e a Secao contém os resultados para o modelo linear

hierarquico.

4.1 Modelo de regressao linear simples

A Segao conterd os resultados para os dados simulados e em seguida serao
apresentados os dados reais seguindo o modelo de regressao linear simples conforme

descrito na Segao [3.2}

4.1.1 Dados simulados

Para o estudo do modelo de regressao linear primeiramente foi utilizado um conjunto
de dados simulados conforme o modelo proposto em [3.7], utilizando N = 1000, 5y = 1,
f1=0,5,7=2¢e X; N(0,1) e em seguida os parametros deste modelo, denotados por

0 = (Bo, 1, 7) foram estimados usando o paradigma Bayesiano.

Para a estimacao foram utilizados os seguintes hiperparametros : my = m; = 0,
o2 =02 =100, a = 0,1 eb=0,1. O tamanho da cadeia foi de 30000 simulagdes e o
“burn-in” considerado apds o ajuste foi de 15000. A figura [2] apresenta os histogramas
junto com as densidades de trés cadeias obtidas ao se inicializar o amostrador em pontos
diferentes de todos os parametros contidos em @ e uma linha vermelha indicara o valor

do real parametro utilizado para estimar a cadeia.
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Densidade

1.7 149 21

Figura 2: Histogramas e densidades das trés ultimas cadeias estimadas para modelo de
regressao linear simples com dados simulados e destaque para o parametro populacional

real

A Figura [3] apresenta os tragos das cadeias dos parametros amostrados exibindo
o intervalo de credibilidade com a linha pontilhada em azul e o valor verdadeiro do

parametro em vermelho. Note que hé indicios de convergéncia.
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Figura 3: Cadeias estimadas para modelo de regressao linear simples com dados simulados

com intervalos de credibilidade em azul e o parametro populacional real em vermelho

Ao observar cada uma das figuras é possivel notar que todos os intervalos de

credibilidade contém o parametro populacional real utilizado para gerar a amostra.

A Figura {4| apresenta os gréaficos de autocorrelagao, que indicam se houve a influéncia
dos ”valores vizinhos”dos parametros amostrados. Note que parece haver independéncia

entre as interagoes.
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Figura 4: Graficos de autocorrelacao das cadeias estimadas para modelo de regressao

linear simples com dados simulados para os parametros (g, 81 e T

Segundo a figura é possivel notar que nenhuma das cadeias apresentaram estimativas
autocorrelacionada, o que somado as andlises feitas anteriormente, ja permite o estudo
sobre as estimativas dos parametros através do algoritmo. A Tabela [1| apresenta os

resumos a posteriori dos parametros amostrados.

Tabela 1: Tabela de estatisticas descritivas dos parametros do modelo ajustado para os

dados simulados
Parametro Média Desv. Pad. 2,5% 97,5% Parametro real

B 1,02% 0,02 0,98 1,07 1,00
B 0,49* 0,02 0,45 0,54 0,50
T 1,90% 0,08 1,74 2,07 2,00

*. Nao contém o zero no intervalo de 95% de credibilidade

Essa tabela mostra que nenhuma das estimativas contém o zero no intervalo de
credibilidade e além disso como se trata de uma amostra simulada é possivel comparar as
estimativas com os valores reais que geraram a amostra e os valores estao muito proximos

da média (todos eles estao incluidos no intervalo de credibilidade).
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Agora que os resultados sob o paradigma bayesiano ja foram conferidos sera ajustado
um modelo de regressao linear simples pelo método dos minimos quadrados através da
fungao “lm”(nativa do software [9]) sob o paradigma cldssico para comparar com o0s
resultados de um modelo de regressao linear simples sob o paradigma bayesiano utilizando

os resultados calculados na Segao

O modelo estimado para estes dados sob o paradigma da inferéncia classica foi o
seguinte: y = 1.0245x + 0,4933, o que mostra que as estimativas de [y e [3; foram
muito parecidas com as estimativas sob o paradigma da inferéncia bayesiana. A figura
apresenta o grafico de dispersao entre as variaveis da amostra simulada e as retas dos

ajustes de ambos os modelos:

Reposta

-2 i 2
Caovariavel

Figura 5: Relacao entre a covaridvel e a variavel resposta da cadeia simulada e reta do

modelo linear classico vs bayesiano com dados simulados
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4.1.2 Dados reais

Agora que os resultados no algoritmo ja foram conferidos e avaliados de maneira

satisfatoria utilizando os dados simulados, é a vez de fazer o ajuste para dados reais.

O conjunto de dados que serd utilizado como exemplo foi disponibilizado por Ezekiel
(1930)[8] e hoje faz parte do conjunto de banco de dados nativos do R (a base de dados
pode ser obtida ao escrever “cars”’no console). Os dados informam a velocidade dos carros
e as distancias tomadas para parar, esses dados foram registrados na década de 1920 e

sao de grande utilidade didatica até os dias de hoje.

Considere que deseja-se modelar a velocidade dos carros de acordo com as distancias
tomadas para parar, portanto a variavel resposta sera a velocidade e a variavel explicativa

do modelo sera a distancia tomada para parar.

A figura[f] exibe os histogramas com as densidades de trés cadeias obtidas ao se iniciar
o amostrador em pontos diferentes de todos os parametros @ mas dessa vez sem a linha

vermelha que indicava o valor do parametro real pois agora ele é desconhecido.
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Figura 6: Histogramas e densidades das trés ultimas cadeias estimadas para modelo de

regressao linear simples com base de dados cars

Nota-se que ambas as cadeias convergiram uma mesma distribuicao e que as tltimas
trés cadeias apresentaram valores proximos. A figura [7] apresenta os tracos das cadeias

dos parametros amostrados. Note que ha indicios de convergéncia.
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Figura 7: Cadeias estimadas para modelo de regressao linear simples com base de dados

cars

A Figura [§| apresenta os graficos de autocorrelagao dos parametros amostrados.
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Figura 8: Gréficos de autocorrelacao das cadeias estimadas para os respectivos parametros

Bo, 1 e T do modelo de regressao linear simples com base de dados cars

E possivel notar que apenas nas primeiras defasagens das cadeias das estimativas para
os parametros 3y e 31 se apresentaram de forma autocorrelacionada e que a partir dessa

defasagem o gréfico de autocorrelagao se apresentou de forma desejavel.

Como todas as caracteristicas da cadeia gerada foram avaliadas de maneira satisfatoria
agora sera possivel conferir o ajuste dos parametros de maneira mais segura pois ja foi
constatada a convergéncia da cadeia, A Tabela 2| apresenta o resumo a posteriori dos
parametros estimados da cadeia e note que esta tabela nao conta com a coluna dos valores

reais como no exemplo anterior.
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Tabela 2: Resumo a posteriori dos parametros amostrados do modelo ajustado para os

dados reais

Parametro Média Desv. Pad. 2,5% 97,5%

Bo 8,24 0,84 6,57 9,92
B 0,17* 0,02 0,13 0,20
T 0,11% 0,02 0,07 0,15

*. Nao contém o zero no intervalo de 95% de credibilidade

Agora que os resultados sob o paradigma bayesiano ja foram conferidos novamente
sera ajustado um modelo de regressao linear simples pelo método dos minimos quadrados
sob o paradigma classico para comparar com os resultados do um modelo de regressao

linear simples sob o paradigma bayesiano utilizando os resultados calculados na segao 3.2

O modelo estimado sob este paradigma pode ser escrito da seguinte maneira: ¢y =
8,2839x 4+ 0, 1656, ou seja, os valores de 3y e de 31 novamente foram muito préximos dos

parametros obtidos ao estimar sob o paradigma classico.

A Figura [9] ilustra o grafico de dispersao dos dados citados acima, com a intengao
de exibir quanto uma variavel é afetada por outra, onde no eixo vertical representa a

velocidade do carro e no eixo horizontal a distancia tomada para parar.

Além do comportamento das variaveis, neste grafico é exibido também os resultados
obtidos do ajuste ao se utilizar o método de minimos quadrados (representada pela linha
em vermelho) para estimar os parametros e o ajuste do modelo ao se utilizar o método

apresentado acima em (representada pela linha azul).
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Figura 9: “Relacao entre a covariavel e a variavel resposta da cadeia simulada com reta

do modelo linear classico vs bayesiano com base de dados cars

E possivel notar que os coeficientes calculados foram muito parecidos, mesmo
apresentando pequenas diferengas decimais no valor dos coeficientes ainda é possivel notar
que as retas estao basicamente soprepostas, ou seja, os valores estimados em ambas as

abordagens foram praticamente os mesmos.

Apesar dos valores dos ajustes terem apresentado basicamente os mesmo resultados,
a maneira de se conferir a qualidade do ajuste é diferente em ambas as abordagens.
Enquanto sob o paradigma classico o ajuste do modelo pode ser checado ao avaliar os
pre-supostos quanto a distribuicao dos residuos, como recomenda Cordeiro e Demétrio
(2008)[12], ao utilizar um método de faz-se necessario conferir também outros
aspectos como por exemplo se houve convergéncia da cadeias além do comportamento

das autocorrelagoes, vide Migon (2014)[3].
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4.1.3 Modelo de regressao linear hierarquico bayesiano
Esta Secao conterda os resultados para os dados simulados seguindo o modelo de

regressao linear hierdrquico conforme descrito na Segao [3.3]

Todas as contas referentes ao ajuste deste modelo ja foram apresentadas na Secao
na equacao [3.12] e agora que todos esses resultados ja estao prontos, é possivel
a implementacao do algoritmo computacional. Os dados serao simulados conforme o
comportamento dos dados e a estimacao dos parametros do modelo hierarquico bayesiano

e o comportamento da cadeia serao avaliados nessa secao.

Para essa abordagem, os parametros desconhecidos deste modelo serao:

0 = (a7 ﬂ7 A, 667 Tey Tas T,@)

E como foi visto, a distribuigao da varidvel Y; ; que corresponde a varidvel resposta

da i-ésima observacao no j-ésimo intervalo de tempo, do qual deseja-se estudar é:

}/i,j ~ N(Oél + ﬁin,Tgl) (41)

Onde 7 = 1, ..., 30 observacoes e j = 1, ..., 5 intervalos de tempo do acompanhamento

do estudo.

O conceito de priori hierdrquica serd utilizado aqui para realizar a simulagao dos
dados, pois esses dados serao gerados conforme os parametros da declaracao do modelo

linear hierarquico de forma que seja possivel recuperar esses parametros conhecidos.

Portanto, a seguir veja quais os parametros utilizados para gerar os dados e que serao

recuperados apés avaliar o ajuste do modelo conforme a metodologia proposta:

o, NN(Oéc,Ta_l) To = ﬁ a. =20
51 NN(ﬁcaT,(;1> T3 = $ Bc =2 (4 2)
To=1

(4.3)

onde mey, Vo, mg, Vg, ar, by, aq, ba, ag, bg sao os parametros a priori conhecidos.



4.1 Modelo de regressao linear simples 32

Uma amostra de tamanho 30 foi simulada a partir dessas informacoes. Para inferir
sobre os parametros desconhecidos, 8 = (ay, i, Te, Qc, B¢, Ta, T) através das distribuicoes

condicionais completas a posteriori e avaliar o comportamento da cadeia

Neste exemplo, serao adotados os seguintes parametros a prioris conhecidos:

ma:O mﬁzO

1
a = T — Y 1
1% To001 ° 0,00
1
= bT = s ]_
Vs 0,0001 0,00

aq = 0,001 ag= 0,001
by = 0,001 bz = 0,001

E além disso o tamanho da cadeia foi de 150000 simulacoes e apds o ajuste 75000
observagoes descartadas com a finalidade de avaliar o comportamento dos parametros
apds a convergencia quando nao estiverem mais correlacionados, essa técnica é chamada
de “burnin” [10]. A seguir serao apresentados os resultados obtidos ap6s o ajuste da cadeia
mas antes de conferir se os parametros populacionais conhecidos que geraram a amostra
foram recuperados com o ajuste e a implementacao do algoritmo serd necessario avaliar
como foi o comportamento da cadeia novamente através de seus graficos de densidade,
seu grafico de autocorrelacao e se houve convergéncia na distribuicao dos parametros

amostrados pelo método MCMCL

Seguindo a mesma légica do método de avaliacao da cadeia utilizado na Secao (3.6}
inicialmente sera conferido o comportamento das cadeias com os histogramas junto com as
densidades de trés cadeias obtidas ao se inicializar o amostrador em pontos diferentes de
todos os parametros do primeiro nivel (7, 75, 8. € a.) pois elas irdo determinar o quanto
e em torno de qual valor as estimativas dos parametros a; e 3; do segundo nivel (que serd

avaliado em seguida) estao concentradas.

A figura [I0] mostra o histograma junto com as densidades das trés ultimas cadeias dos

parametros ., Be, ,Ta,Te € T3.
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Figura 10: Histogramas e densidades das trés tultimas cadeias estimadas para o modelo

de regressao hierarquico bayesiano com base de dados simulada

A Figura [11] apresenta os tragos das cadeias dos parametros amostrados. Note que

parece ter havido convergéncia.



4.1 Modelo de regressdo linear simples 34

o E: PR ITRENIE AT I £ 'lqlrlp “T[n T g F|'| LT |'|'|"r1 1! T "'"'IT[ TR '|'|'| ‘ll'ﬂ 1T' Tl 1|'|' "l"""l'"w'mﬂ'
P PR TR LTI Wl | I LA PN LI R AL BAF) 3 AR L RE IR RLIY LY PR LA R SRR
T T T T
o =m 1om 1m
lteragbes
o |
o e wafmali o aa g ajgaa s g a e ol ccd i e Ay e TERETEEIE T ERE
o 9 18 P01 R TILY W I o e T LLE il o L L Inl.:.l.l LT |_|I.|.H ..lll_.ul.L.l......|.||.I.J [yl | Pl Lk N PRy .ll.nJhll.u
Wl FRUDE L A USRI o A Bl i L I G L L) B A | LN LML i b [ A P A I LALAN LIU A RIS L LR R
- T T T T
o =m 1om 15m
lteracies
:': “““““““““““““ dodlli i i 41510 M [ - NI N KR T Y| R T A
iy a] AL 0 L A LI, i ) - 1.-', | i T b L A L] e Lo IJI Y
g: e | 4o L LU L S L | ] L ALY | il LU R e PRy, Ay L
T T T T
1] Bl imm jzu]
lteragoes
F B ll
n_ fad A i A sal d L 1 J. A A taad
T T T T
1] ) om 19m
lteragdes
T SEPPT T S TR R
2w iL-I|nLL ¥, l.u... ) Wew 1wl SR .H - lu |.| LIL ||||.Iu | I.|.|||I|| H h.: “.l | ||l| JJ.I I.I..uh i Ji hh i |L| ||l| I.Lli il I.|.| Lli |ﬂ]|-||
M T T T T
1] i o 19m
lteragoes

Figura 11: Cadeias estimadas para o modelo de regressao hierarquico bayesiano com base

de dados simulada

Novamente a cadeia para o parametro 7, se apresentou um pouco menos estavel que

as demais porém seus resultados serao melhor avaliados adiante.

A Figura [12] apresenta o grafico de autocorrelagao dos parametros do primeiro nivel

A, Bca yTayTe € T8:
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Figura 12: Gréaficos de autocorrelacao das cadeias estimadas para o os respectivos
parametros ., B¢, ,7a,7. € T do modelo de regressao hierdrquico bayesiano com base

de dados simulada

Por fim ao avaliar o grafico de autocorrelacao é possivel notar que apenas as

estimativas iniciais se apresentaram de forma autocorrelacionada.

Como os resultados gerais da convergéncia da cadeia ja foram avaliados, nessa etapa
também serao avaliadas as estimativas de cada um dos i-ésimos «; e [3; correspondente ao

segundo nivel do modelo hierarquico.

As Figuras [13] e [14] apresentam as médias a posteriori e o resultado das médias e
limites inferiores e superiores dos intervalos de credibilidade de 95% para as cadeias de «;
e para ; estimadas incluindo o real valor estimado em azul e uma linha tracejada para

os reais valores de a, e f..
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Figura 13: Médias e intervalos de credibilidade para a cadeia de «; estimada incluindo o

real valor estimado em azul e uma linha tracejada para o real valor de a,
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Figura 14: Médias e intervalos de credibilidade para a cadeia de [3; estimada incluindo o

real valor estimado em azul e uma linha tracejada para o real valor de [,
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Todos os intervalos de credibilidade contém o real valor populacional de interesse, o

que sugere que as estimativas com a implementacao deste algoritmo foram satisfatérias

Assim como nas cadeias anteriores, o comportamento das estimativas para o
parametro incluido neste exemplo também se apresentou de forma satisfatéria, e como
todos os parametros foram estimados de forma razoavelmente boa a proxima etapa serd

conferir a Tabela [3| que apresenta os resumos a posteriori dos parametros amostrados

Tabela 3: Resumo a posteriori dos parametros do modelo ajustado para os dados reais

Parametro Média Desv. Pad. 2,5% 97,5% Parametro real

Qe 19,65* 0,12 19,89 20,12 20
B, 1,89% 0,07 2,04 2,19 2
T 0,76* 0,17 1,06 1,41 1
Ta 1,90 79,30 16,79 86,14 5
Ts 3,62* 1,71 6,58 10,42 5

*. Nao contém o zero no intervalo de 95% de credibilidade

Mesmo com o alto desvio padrao registrado para a estimativa de 7, nota-se que este
valor nao interferiu em todas as outras estimativas, que apresentaram bons resultados

pois todas elas incluem o real valor populacional que gerou a amostra em seus intervalos

de credibilidade.
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5 Conclusao

O uso do algoritmo para simular os dados da implementacao do modelo hierarquico
bayesiano envolveu diversas etapas. Inicialmente foi necessaria a revisao da literatura
para a compreensao dos métodos que seriam utilizados na implementacao do algoritmo
bem como seu desenvolvimento. Essa pesquisa funcionou de maneira muito didatica de

forma que a cada semana a abordagem pudesse envolver maior grau de complexidade.

Os calculos realizados para descobrir as distribui¢oes posterioris dos parametros foram
feitos em diversas passos até que todas as distribuicoes condicionais completas estivessem

calculadas e bem definidas para a implementagao do algoritmo.

Durante o estudo diversos valores os parametros a priori foram selecionados para
que fosse possivel avaliar a sensibilidade da qualidade da escolha da distribuicao priori.
Observou-se que valores elevados para variancia a priori (também consideradas como "nao
informativas”, fazendo uma analogia & modelos classicos) obtiveram melhores ajustes

atribuindo maior importancia a informacao provinda da amostra.

O estudo com dados simulados facilitou o entendimento do algoritmo pois foi possivel
notar com facilidade a inadequabilidade das escolhas das prioris, que resultavam em

estimativas muito distante do parametro populacional que gerou a amostra.
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